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摘　要：先对边界任意约束的正交各向异性矩形薄板，构造了四次逐项可导的带有补充项的双重正弦傅里叶

级数通解．该解析解既不需要叠加，对不 同 的 物 性 参 数 又 不 需 要 分 类，而 且 待 定 系 数 少 又 具 有 明 确 的 物 理 含

义，这使得正交各向异性矩形薄板的振动问题求解统一化、简单化、规律化．然后将该通解与弹性半空间受 任

意竖向稳态荷载作用下的动力位移积 分 变 换 解 相 结 合，得 出 弹 性 半 空 间 地 基 上 边 界 任 意 约 束 的 正 交 各 向 异

性矩形板，在任意竖向稳态荷载作用下的稳态振动解析解．最后还给出了算例分析，其结果与文献吻合良 好，

证明本文的方法是切实可行的．
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许多工程实际问题都可抽象为搁置在弹性地基上的正交中异性矩形板问题．如建筑物底层支柱的

钢筋混凝土基础底板可视为该问题［１］．因此，研究弹性地基上的正交各向异性矩形板稳态振动有重要的

实际意义．
现有的研究，大多数采用 Ｗｉｎｋｌｅｒ弹性地基模型或双参数弹性地基模型，且大部分用数值方法或半

解析方法研究．文献［２］和文献［３］分别给出了弹性半空间地基上四边自由矩形板的弯曲、振动解析解，

但是均假定矩形板的材料是各向同性的，文献［４］虽考虑了板材料的各向异性性，但仅限于弯曲问题．而

有关弹性半空间地基上正交各向异性矩形板稳态振动解析解国内外研究甚少．
本文将正交各向异性矩形薄板的带有补充项的双重正弦通解与弹性半空间受任意竖向稳态荷载作

用下的动力位移积分变换解相结合，得出弹性半空间地基上边界任意约束的正交各向异性矩形板，在任

意竖向稳态荷载作用下的稳态振动解析解．

１　控制微分方程及其边界条件

弹性半空间地基上正交异性矩形板（ａ×ｂ），受垂直于板面分布力ｑ（ｘ，ｙ）ｅｉωｔ 作用，若地基作用于

板的竖向反力为Ｆ（ｘ，ｙ）ｅｉωｔ，取ｘ、ｙ轴与板的主方向平行，若 地 基 板 的 挠 度 为ｗｅｉωｔ，则 板 的 控 制 方 程

为：

Ｄｘ
４　ｗ
ｘ４ ＋

２　Ｈ ４　ｗ
ｘ２ｙ２

＋Ｄｙ
４　ｗ
ｙ４

－ｍω２　ｗ（ｘ，ｙ）＝ｑ（ｘ，ｙ）－Ｆ（ｘ，ｙ） （１）

其 中：ｍ为板的面密度，Ｄｘ、Ｄｙ 分别为沿ｘ、ｙ方向的抗弯刚度，它们同ｘ、ｙ方向的弹性模量Ｅｘ、Ｅｙ，

泊松比ｖｘ、ｖｙ 和板的厚度ｈ等的关系，见文献［５］．Ｈ ＝Ｄｘｖｙ＋２Ｄｘｙ 为折算刚度，Ｄｘｙ 为抗扭刚度．板的

内力幅值可以用挠度幅值函数表示为：
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Ｍｘ ＝－Ｄｘ（
２　ｗ
ｘ２ ＋

ｖｙ
２　ｗ
ｙ２
），Ｍｘｙ ＝－２Ｄｘｙ 

２　ｗ
ｘｙ

，Ｖｘ ＝－Ｄｘ
３　ｗ
ｘ３ －

（Ｈ＋２Ｄｘｙ）
３　ｗ

ｘｙ２

以ｘ＝ａ为例，边界条件为：简支边：ｗ＝０，Ｍｘ ＝０；固定边：ｗ＝０，ｗｘ ＝
０；

自由边：Ｍｘ ＝０，Ｖｘ ＝０；自由边的交点，有角点条件：
２　ｗ
ｘｙ＝

０．

２　 板的一般解析通解

受文献［４］的启发，我们提出以下四次逐项可导的带有补充项的双重正弦富氏级数解：
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∞
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１
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＋
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＋ Ｄｍ－Ｃｍ［ ｂ ＋ ｂ
６Ｄｙ

（Ｈｍ＋２Ｇｍ）－
ｍ２π２ｂｖｘ（Ｄｍ＋２Ｃｍ）

６ａ ］２ ｙ＋Ｃ ｝ｍ ｓｉｎｍπｘａ
＋１ａｂ

（ｗ００＋ｗａｂ－ｗａ０－ｗ０ｂ）ｘｙ＋１ａ
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显然，当材料为各向同性时，该解就退化成各向同性矩形板的通解．这里，ｗｏｏ，ｗａｏ，ｗｏｂ，ｗａｂ 为板四

个角点的挠度幅值，Ａｎ，Ｂｎ，Ｅｎ，Ｆｎ，Ｃｍ，Ｄｍ，Ｇｍ，Ｈｍ 分别为边界挠度及边界弯矩展开项的系数［６］．１３组

待定系数，ｗｏｏ，ｗａｏ，ｗｏｂ，ｗａｂ，Ａｎ，Ｂｎ，Ｅｎ，Ｆｎ，Ｃｍ，Ｄｍ，Ｇｍ，Ｈｍ 可用８个边界条件、四个角点条件及１个控

制方程确定．

３　 弹性半空间地基上四边自由正交各向异性矩形板稳态振动

３．１　 建立定解方程

板的控制方程仍为（１），边界条件为各边弯矩和总剪力同时等于零，各角点反力为零．将挠幅值度设

成（２），由各待定系数的物理意义及边界上弯矩为零的条件得：Ｅｎ＝Ｆｎ＝Ｇｍ ＝Ｈｍ ＝０，为了说明问题，

仅考虑载荷是对称的情况，由对称性有，Ａｎ ＝Ｂｎ，Ｃｍ ＝Ｄｍ，ｗ００＝ｗｏｂ ＝ｗａ０＝ｗａｂ，于是挠度表达式可

简化为：
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∑
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将荷载幅值及地基反力幅值均展为双重正弦级数：

ｑ（ｘ，ｙ）＝∑
∞

ｍ＝１
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将式（３），（４）代入（１）中，将其中的多项式展为上述正弦级数，并比较两边的系数可得：
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）２（ｎπ
ｂ
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考虑边界条件，由Ｖｘ｜ｘ＝０ ＝０，可得：

　∑
∞

ｍ＝１
Ｄｘ
ｍ２π２ｖｘ
２ａ２ ａ

（２）
ｎ －ｍ
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式中：ａ（０）ｎ ，ａ（１）ｎ ，ａ（２）ｎ ，ａ（３）ｎ 分别为１，ｙ，ｙ２，ｙ３ 的傅里叶展式系数．由Ｖｙ｜ｙ＝０ ＝０，得：
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这里，ｂ（０）ｍ ，ｂ（１）ｍ ，ｂ（２）ｍ ，ｂ（３）ｍ 分别为１，ｘ，ｘ２，ｘ３ 的傅里叶展开系数．由
２　Ｗ
ｘｙ＝

０可得：

∑
∞

ｍ＝１
∑
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ａ
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与文献［７］类似，将地基表面位移幅值和板的挠度幅值展成同样形式的双重正弦级数，由矩形薄板

的挠度幅值与弹性地基表面的竖向位移幅值相等，得以下变形协调方程：

　　－ ｌ２

π２μａｂ
ｍｎｐｑπ４
ａ２ｂ２ ∑

∞

ｐ＝１
∑
∞

ｑ＝１
Ｑｐｑηｐｑｍｎ ＝ｂｍｎ＋［１＋（－１）

ｍ＋１］（２
ｍπ－

２ｎ２π２ｖｙａ２

ｂ２　ｍ３π３
）Ａｎ

　　＋［１＋（－１）ｎ＋１］（２ｎπ－
２ｍ２π２ｖｘｂ２

ａ２　ｎ３π３
）Ｃｍ＋［１＋（－１）ｍ＋１］［１＋（－１）ｎ＋１］ ４

ｍｎπ２
ｗ００

　　（ｍ＝１，２，３…；ｎ＝１，２，３…） （９）

其中，ｌ２ ＝ρω
２／μ，ρ是地基密度，μ为地基土的拉梅系数．ηｐｑｍｎ 详见文献［７］．

方程（５）－（９）联立求解得待定系数ｂｍｎ，Ａｎ，Ｃｍ，ｗ００，Ｑｍｎ，进而可求得板的挠度幅值及其内力幅值．

３．２　 数值算例

算例１：考虑一支承在弹性半空间地基表面，边长ａ＝４ｍ，厚度ｈ＝０．２ｍ的四边自由弹性方薄板

的稳态振动．假设板与地基之间为光滑接触．地基泊松比为０．２５，密度ρ＝２　０００ｋｇ／ｍ
３，弹性模量为Ｅｓ

＝５０ＭＰａ．板的泊松比υｘ 为０．１６７，板的密度为ρ＝２　５５０ｋｇ／ｍ
３，弹性模量Ｅｘ＝３０ＧＰａ，Ｅｘ／Ｅｙ＝４０，

Ｄｘｙ ＝Ｅｙｈ３／１２．在板上作用均布稳态激励荷载，其幅值为ｑ＝１００ｋＰａ，频率为ｆ＝１０Ｈｚ．

图１　 弹性半空间地基板的挠度幅值

Ｆｉｇ．１　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ

　　　

图２　 弹性半空间地基板的弯矩Ｍｘ 幅值

Ｆｉｇ．２　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｏｆ　ｍｏｍｅｎｔ　Ｍｘｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ
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计算时，ｍ和ｎ都取到最大值３９，其结果如图１— 图２所示．该结果与文献［７］的结果完全吻合．

４　 弹性半空间地基上四边固定正交各向异性矩形板稳态振动

４．１　 建立定解方程

此时板的控制微分方程仍为（１），边界条件为在边界上挠度和转角均为零．将挠度幅值仍设成（２）

的形式，由各待定系数的含义及边界上挠度为零的条件得：Ａｎ ＝Ｂｎ ＝Ｃｍ ＝Ｄｍ ＝０，ｗ００＝ｗａ０＝ｗ０ｂ

＝ｗａｂ ＝０，则挠度幅值函数表达式可简化为：

ｗ＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
ｂｍｎｓｉｎｍπｘａ ｓｉｎ

ｎπｙ
ｂ ＋∑

∞

ｎ＝１

Ｅｎ－Ｆｎ
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ｙ２＋ ｂ
６Ｄｙ

Ｈｍ ＋２Ｇ（ ）ｍ ｝ｙ　ｓｉｎｍπｘａ （１０）

将（４）、（１０）式带入方程（１）中，将其中的多项式，展为上述正弦级数，类似分析可得：
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２
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ｎ

ｂＤｙ
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ｎ

Ｄｙ
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６Ｄｙ
－ａ（３）ｎ １

６ｂＤｙ
）＋２　Ｈα２ｍａ

（１）
ｎ

ｂＤｙ
｝Ｈｍ ＝ｑｍｎ－Ｑｍｎ

（ｍ＝１，２，…；ｎ＝１，２，…） （１１）

由各边界转角为零的条件类似可得：

∑
∞

ｍ＝１

ｍπ
ａｂｍｎ＋

ａ
６Ｄｘ

２Ｅｎ＋Ｆ（ ）ｎ ＋
２ｂ２
ｎ３π３　Ｄｙ∑

∞

ｍ＝１
Ｇｍ＋ －（ ）１　ｎ＋１　Ｈ［ ］ｍ

ｍπ
ａ ＝０（ｎ＝１，２，３…） （１２）

∑
∞

ｍ＝１
－（ ）１　ｍ

ｍπ
ａｂｍｎ－

Ｅｎ＋２Ｆｎ
６Ｄｘ

ａ＋ ２ｂ２
ｎ３π３　Ｄｙ∑

∞

ｍ＝１
－（ ）１　ｍ　Ｇｍ＋ －（ ）１　ｎ＋１　Ｈ［ ］ｍ

ｍπ
ａ ＝０

（ｎ＝１，２，３…） （１３）

∑
∞

ｎ＝１

ｎπ
ｂｂｍｎ＋

２ａ２
ｍ３π３　Ｄｘ∑

∞

ｎ＝１
Ｅｎ＋ －（ ）１　ｍ＋１　Ｆ［ ］ｎ

ｎπ
ｂ ＋

ｂ
６Ｄｙ

２Ｇｍ＋Ｈ（ ）ｍ ＝０（ｍ＝１，２，３…） （１４）

∑
∞

ｎ＝１
－（ ）１　ｎ

ｎπ
ｂｂｍｎ＋

２ａ２
ｍ３π３　Ｄｘ∑

∞

ｎ＝１
－（ ）１　ｎ　Ｅｎ＋ －（ ）１　ｍ＋１　Ｆ［ ］ｎ

ｎπ
ｂ －

ｂ
６Ｄｙ

Ｇｍ ＋２　Ｈ（ ）ｍ ＝０

（ｍ＝１，２，３…） （１５）

由矩形薄板的挠度幅值与弹性地基表面的竖向位移幅值相等，类似可得以下变形协调方程：

　　　　－ ｌ２

π２μａｂ
ｍｎｐｑπ４
ａ２ｂ２ ∑

∞

ｐ＝１
∑
∞

ｑ＝１
Ｑｐｑηｐｑｍｎ ＝ｂｍｎ＋

２ａ２
ｍ３π３　Ｄｘ

Ｅｎ＋（－１）ｍ＋１ ２ａ２
ｍ３π３　Ｄｘ

Ｆｎ

＋ ２ｂ２
ｎ３π３　Ｄｙ

Ｇｍ ＋（－１）ｎ＋１ ２ｂ２
ｎ３π３　Ｄｙ

Ｈｍ （ｍ＝１，２，３…；ｎ＝１，２，３…） （１６）

方程（１１）—（１６）联立求解，可得各待定系数ｂｍｎ，Ｅｎ，Ｆｎ，Ｇｍ，Ｈｍ 及Ｑｍｎ，进而可求得板的挠度幅值

及其内力幅值．

４．２　 数值算例

算例２：考虑支承在弹性半空间上，边长ａ＝４ｍ，厚度ｈ＝０．２ｍ的四边固定弹性方薄板的稳态振

动．假设板与地基之间为光滑接触．地基泊松比为０．２５，密度ρ＝２　０００ｋｇ／ｍ
３，弹 性 模 量 为Ｅｓ ＝５０

ＭＰａ．板的泊松比ｖｘ ＝０．３，ｖｙ ＝０．１，弹性模量Ｅｘ ＝３４　３００ＭＰａ，Ｄｘｙ ＝０．２Ｄｘ．板上作用频率为ｆ＝

１０Ｈｚ的稳态均布荷载，其幅值为ｑ＝０．１ＭＰａ．
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图３　 弹性半空间地基板的挠度幅值

Ｆｉｇ．３　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ

　　　

图４　 弹性半空间地基板的弯矩Ｍｘ 幅值

Ｆｉｇ．４　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｏｆ　ｍｏｍｅｎｔ　Ｍｘｏｆ　ｔｈｅ　ｐｌａｔｅ

计算取ｍ，ｎ到３９，所得结果如图３— 图４所示，显然用本文的方法既不需要叠加，且对不同的物性

参数又不需要分类，就可求弹性半空间地基上受任意边界约束的正交各向异性矩形板，在任意竖向荷载

作用下的稳态振动问题．

５　结　论

（１）本文构造的四次逐项可导的带有补充项的双重正弦傅里叶级数通解，可以求解边界任意约束的

正交各向异性矩形薄板的弯曲、压弯、稳态振动及稳定问题．
（２）该通解与弹性半空间受任意竖向简谐荷载作用下的动力位移积分变换解相结合，可分析得出弹

性半空间地基上边界任意约束的正交各向异性矩形板，在任意竖向稳态荷载作用下的稳态振动解析解，

包括板的挠度和内力幅值．
（３）本文的方法不仅具有普遍性而且弥补了数值法的一些不足，同时取消了 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基模型或双

参数地基模型的假设，从而得到板的内力幅值更合理、更精确的分布规律．
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