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具有多道弹性支撑杆的钢柱稳定计算

陈绍蕃
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摘　要:采用平衡法或能量法对设有二至四道弹性支撑杆的轴压钢柱的稳定性能进行分析 ,得出不同屈曲波

形的柱弹性临界荷载的简化计算公式.和弹性临界荷载相对应的计算长度系数可以用于轴压和压弯钢柱的

设计计算.综合以上结果 , 进一步导出有多道弹性支撑杆的柱弹性临界荷载的统一近似公式 , 既可用于二至

四道弹性支撑杆的工况 ,也适用于道数更多的工况.此外 , 还讨论了支撑杆应满足的要求 ,包括刚度 、承载力

和隅撑设置 ,并强调考虑杆件几何缺陷的必要性.
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0　引　言

单跨工 、商业房屋之高度较大者 ,框架柱通常在纵向设有一道或多道支撑杆 ,以减小柱在框架平面

外的计算长度.当采用轻型墙体时 ,支撑杆可以由墙梁兼任 ,条件是墙梁应和柱间斜撑体系牢固连接.

框架柱虽然是压弯构件 ,但计算其稳定性时用到的 φ系数是基于轴压构件确定的.因此本文着重分析

弹性支撑杆(简称撑杆)对轴压构件稳定承载力的影响.

撑杆是否能起刚性支座的作用 ,取决于它的刚度和承载力.这个问题在文献[ 1-2]中有详细论述 ,

这里不做重复.撑杆截面不大时 ,达不到刚性支座的要求.但作为弹性支座 ,仍然对减小柱计算长度起

一定作用.设有中间弹性支座的柱稳定承载力 ,文献[ 3 ,4]都有所分析.除稳定承载力的一般计算公式

外 ,文献[ 3]具体计算了有一个和两个中间弹性支座的工况;文献[ 4]则给出有一至九个中间弹性支座连

续压杆的临界压力和支座刚度的关系曲线.但是这些结果或是计算过于复杂 ,或是只有曲线而无公式 ,

不便直接用于设计计算.文献[ 5]用能量法计算有三道弹簧支撑的钢柱临界力 ,但是受到所取变形曲线

的限制 ,只能计算在特定的弹簧刚度下的柱计算长度系数(相当于图 3b 的 B 点).

本文在分析的基础上给出具有 1 ～ 4道弹性撑杆的钢柱临界力随撑杆弹簧刚度变化的简化关系式和

普遍适用于多道撑杆的近似公式 ,可供设计工作采用.还讨论了撑杆的刚度 、承载力计算和构造问题.

图 1　有一道弹性撑杆的柱子
Fig.1　Column w ith a single elast ic brace

1　设有1 ～ 4道弹性撑杆的钢柱稳定承载力

1.1　一道弹性撑杆的工况

图 1a所示工况 ,柱临界压力 N cr和撑杆弹簧刚度之间的

关系在文献[ 1-3]都有解答.当弹簧刚度 K 达到 K ≥2N 0/ l

时 ,撑杆起刚性支座作用 ,柱临界压力为 N=π2 E I/ l2=N 0 .

这一关系由图 1(b)中水平线 BC表示.式中 E , I 分别

为材料弹性模量和柱截面绕屈曲轴的惯性矩 , l为柱段长度.

显然 ,当撑杆刚度为零时临界力等于欧拉力 NE ,即
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N=NE =π
2
EI/L

2
=0.25N 0

并由图 1(b)的 A点表示.L 为压杆全长.在 A ,B 两点之间 N /N 0 和 K l/N 0 的关系曲线十分接近

直线
[ 3]
,并可足够精确地用直线表示.无量纲化的临界压力和无量纲化弹簧刚度之间的线性关系式为:

当 K l/ N 0<2.0时 , N/ N 0=
1
4

1+1.5K l/ N 0 (1a)

当 K l/ N 0≥2.0时 , N/N 0 =1.0 (1b)

1.2　二道弹性撑杆的工况

图 2(a)所示的柱 ,中间有两道等间距的弹性撑杆.文献[ 3]给出弹簧支座反力的计算公式

-F1

sin
2kL
3 ×sin

kL
3

Nk sinkL
-F2

sin
2 kL
3

N ksinkL
+
L
9N

2F1+F2 =
F1

K
(2)

式中:k=
N
E I
, N为杆件轴线压力;L 为杆件全长;F1 和 F2 分别为两个弹性撑杆的反力.

当柱子以一个半波的模式屈曲时 ,反力 F1=F2.此时式(2)简化为

K L
N

1
3
-

sin
kL
3

kLsinkL
sin

2kL
3 +sin

kL
3

=1 (3)

当柱子以两个半波的模式屈曲时 ,反力 F1=-F2 ,此时式(2)可简化为

K L
N

sin
kL
3

kLsinkL
sin 2kL

3
-sin kL

3 -
1
9
=1 (4)

把式(3)和式(4)联立求解 ,即可得到两种屈曲模式转换点(即图 2(b)的 B 点)的数据.为此 ,把这

两个式子相加 ,得到

图 2　有两道弹性撑杆的柱子
Fig.2　Column wi th double elast ic braces

K L
N

2
9
-
2sin2

kL
3

kLsinkL
=0

由括弧部分等于零 ,经试算得到 kL =7.0

将 kL 值代入式(3),得到
K L
N
=2.654

鉴于 kL=L N/E I =π N/ NE及 N E =π2
E I
L

2 =

π
2 EI
(3l)

2 =
N 0

9
,图 2(b)中 B 点的坐标为

N
N 0
=

1
9

7
π

2

=0.552

和
K l
N 0
=
0.552

3
×2.654=0.488

式中:N 0 为两道支撑均起刚性支座时的压杆临界力.

为了简化计算公式 ,把此二值分别调整为 0.56 和 0.50.按照文献[ 1]的计算结果 , C点的坐标是

N / N 0=1.0和 K l/ N 0=3.0.本工况的无量纲化的临界压力在屈曲模式转换点之间看作按直线变化 ,

并由下式计算

当 K l/ N 0≤0.5时 N/N 0 =0.11+0.9K l/ N 0 (5a)

当 0.5<K l/N 0 ≤3.0时 N/N 0 =0.47+0.176 K l/ N 0 (5b)

当 K l/ N 0≥3.0时 N/N 0 =1.0 (5c)

实际上图 2(b)曲线的 AB 段和BC段应分别由式(3)和式(4)表达.此二式可以分别改写为
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给定一个
K l
N 0
值 ,即可由相应屈曲模式算出 kL .并由此得到

N
N 0
=
kL
3π

2

,图 2b中的圆点就是这样

算得的.这些点十分接近折线 ABC而略高一点 ,表明式(5a)和(5b)可以安全地用于设计工作 ,并且具

有较高的精确度.

1.3　用能量法求解

能量法本质上属于近似方法 ,但如果运用得当 ,可以得到足够精确的结果.图 2 所示的柱子在线段

AB 范围内屈曲时呈一个半波.屈曲变形曲线为

y=asin πx
L

(6)

式中:x 为沿柱纵轴方向的坐标 , a为常数 , y 的一阶和二阶导数分别为

y′=
πa
L
cos
πx
L
和 y″=-

π
2
a

L
2 sin

πx
L

柱子的弯曲应变能和弹簧支座的应变能分别为

U b ≈
EI
2∫

L

0
(y″)

2
d x =

π4EI
4L 3 a

2

和 U c =∑
1
2
K y

2
i =
K a

2

2
(2×0.8662)=0.75K a2

式中:y i 为第 i 个弹簧支座的位移.

柱子的外力功则为 W = 1
2
N∫

L

0
(y′)2dx =π

2
a
2

4L
N

总势能为

V =U b+Uc -W =a2
π4E I
4L 3 +0.75K -

π2N
4L

(7)

按势能驻值原理对 a求导并使导数等于零得到

π
2

4L
(NE -N)+0.75K =0 (8)

此式可以转化成

N
N 0
=0.11+0.91 K L

N 0

和式(5a)十分接近.

图 2(b)的线段 BC属于以二个半波屈曲的范围 ,屈曲挠曲线由下式表达

y =bsin
2πx
L

(9)

式中:b为常数.y 的一阶和二阶导数分别为

y′=2πb
L

cos 2πx
L
和 y″=-4π

2
b

L
2 sin 2πx

L

采用和上面相同的方法 ,可算得

π2

L
(4NE -N)+0.75K=0 (10)

此式可以转化为
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N
N 0
=0.444+0.228

K l
N 0

它和式(5b)的差别稍大 ,精度比一个半波的工况逊色.

把式(8)和式(10)联立 ,求解屈曲模式转换点的数据 ,得到

1
4
(NE -N)=4NE -N　　　　

N
N 0
=0.556

相应的弹簧刚度由式(8)得到 ,即

K =
π2

3×3l
(0.556N 0-

N 0

9
)=0.488

N 0

l

转换点的坐标和解析法算得的结果相同 ,表明能量法在这里精度很高.原因是以一个半波屈曲时

的挠曲线符合正弦曲线.

1.4　三道和四道弹性撑杆的工况

撑杆道数越多 ,解析法的计算越复杂 ,而能量法相对简单一些.因此本节用能量法解设有三道和四

道弹性撑杆的柱稳定承载力.由于屈曲半波越多则能量法精度越差 ,需要参照文献[ 4]的曲线对计算结

果作一些调整.

对具有三道弹性撑杆的柱(图 3a),分别分析一个半波 、两个半波和三个半波屈曲三种工况.屈曲挠

曲线分别取为

y=asin
πx
L
, y =bsin

2πx
L
, y =csin

3πx
L

按照上一节的同样方式算得柱临界压力和撑杆弹簧刚度之间的关系式

一个半波 π
2

4L
(NE -N)+K=0 (11)

两个半波 π
2

L
(4NE -N)+K =0 (12)

三个半波 2.25π
2

L
(9NE -N)+K=0 (13)

图 3　有三道弹性撑杆的柱子
Fig.3　C olumn wi th triple elast ic b races

由式(11)和式(12)联立 ,得到前两种屈曲

模式转换点(图 3(b)的 B 点)的数据

N/ N 0=0.313 　和 K l/ N 0=0.154

并调整为

N/ N 0=0.30 　和 K l/ N 0=0.16

由式(12)和式(13)联立 ,得到第二 、三种屈

曲模式转换点(图 3(b)的 C点)的数据

N/ N 0=0.813 　和 K l/ N 0=1.389

并调整为

N/ N 0=0.77 　和 K l/ N 0=1.40

这里 , N/ N 0 下降稍多以适应能量法对承载力

估计偏高的特点.

当无量纲化的弹簧刚度达到 K l/N 0=3.41时 , N= N 0
[ 1]
(图 3b中 D 点表示).在这些转换点之间

连以直线 ,得到图 3b的关系曲线.曲线和文献[ 4]的图 62基本相符.

无量纲化临界力的计算公式是:

当 K l/ N 0≤0.16时 , N/N 0 =0.06+1.5K l/ N 0 (14a)

当 0.16<K l/N 0 ≤1.40时 , N/ N 0=0.24+0.38K l/N 0 (14b)

当 1.40<K l/N 0 ≤3.41时 , N/ N 0=0.61+0.115K l/ N 0 (14c)
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当 K l/ N 0≥3.41时 , N/N 0 =1.0 (14d)

图 4　有四道弹性撑杆的柱子
Fig.4　Column wi th four elast ic b races

文献[ 5]对设有三道弹性撑杆的柱子用能

量法求解 ,所取变形曲线是

y =a1sin πx
L
+a2 sin 2πx

L

它既不是对称曲线 ,又不是反对称曲线 ,不

能正确反映屈曲时的变形状态 ,因而得出的临

界力是从一个半波屈曲向两个半波屈曲转换时

的值 ,即 N/ N 0=0.313.

对设有四道弹性撑杆的柱子 ,继续采用能

量法进行计算.计算所取挠曲线为和屈曲半波

数相符合的正弦曲线 ,得到不同屈曲模式转换

点的坐标如下:

1-2半波转换点 N/N 0 =0.19 ,K l/ N 0=0.059

2-3半波转换点 N/ N 0=0.52 ,K l/N 0 =0.57

3-4半波转换点 N/ N 0=0.99 ,K l/N 0 =2.26

参照文献[ 4]的图 63 ,并考虑计算公式的简化 ,把上列数据调整为

图 4(b)的 A点 N/ N 0=0.18 ,K l/N 0 =0.07

图 4(b)的 B 点 N /N 0 =0.525 , K l/ N 0=0.70

图 4(b)的 C点 N/ N 0=0.90 ,K l/N 0 =2.20

图 4(b)的 D 点则由文献[ 1]得到N/ N 0=1.00 ,K l/N 0 =3.62

压杆无量纲化临界力的计算公式是:

当 K l/ N 0≤0.07时 , N/N 0 =0.04+2.0K l/ N 0 (15a)

当 0.07<K l/N 0 ≤0.70时 , N/ N 0=0.14+0.55K l/N 0 (15b)

当 0.70<K l/N 0 ≤2.20时 , N/ N 0=0.35+0.25K l/N 0 (15c)

当 2.20<K l/N 0 ≤3.62时 , N/ N 0=0.74+0.072K l/ N 0 (15d)

当 K l/ N 0≥3.62时 , N/N 0 =1.0 (15e)

2　多道弹性撑杆柱的统一近似公式

以上得出的无量纲化临界力的计算公式虽然都是简单的线性公式 ,但数目较多 ,显得有些繁琐.

把式(5a ,b , c),式(14a-d),式(15a-e)画在同一个坐标系上 ,如图 5所示 ,然后画出它们的内包络线并

进行拟合 ,得出下列表达式

当 K l/ N 0≤3/ j 4 时 , N=N0/ j 2 (16a)

当 3/ j4<K l/ N 0≤1.5时 , N=N 0
K l
3N 0

(16b)

当 1.5<K l/N 0 ≤3.75时 , N=N 0
1-

3.75-
K l
N 0

1.5

11.5
(16c)

当 K l/ N 0>3.75时 , N=N 0 (16d)

式中:j 为柱的分段数 ,即弹性撑杆道数加 1 ,适用范围为 j≥3.

由图 5可见 ,公式(16)偏于安全.但它不仅适用 2至 4道弹性撑杆(j=3 ～ 5)的工况 ,也可用于5道

和更多撑杆的工况.

在设计工作中 ,算得无量纲化的临界压力 N/ N 0后 ,由下式计算柱子的计算长度系数
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图 5　多道弹性撑杆临界压力的统一曲线
Fig.5　Unified curve of cri ti cal com pres sion for st rut s

w i th mul tiple elas tic b races

μ=
N 0

N
(17)

式中:N 0=π
2
E I/ l

2
, l为柱段长度.

柱子的计算长度为

l0=μl (18)

有时已知要求的承载力 N ,需要计算保证柱

承载力的(j-1)道撑杆的刚度 ,则可采用式(16)

转换得到下列公式

当 N/ N 0≤0.71时 ,

K=
3N 0

l
N
N 0

2

(19a)

当 0.7<N/ N 0≤1.0时 ,

K=3.75
N 0

l
1-1.36 1-

N
N 0

2
3

(19b)

式中:N 0 为柱段的弹性临界力 , l为柱段长度.

3　撑杆的刚度和承载力

3.1　撑杆纵轴通过柱截面剪心

当采用专设的撑杆时 ,其轴线宜通过柱截面的剪心(对双轴对称的工形截面柱 ,即为通过其形心),

以免因偏心而导致柱扭转.

图 6　有初曲的撑杆
Fig.6　Init ial ly crooked brace

如果柱和撑杆都是理想直杆 ,支撑的轴向变形刚度为

K=
EAb
b

(20)

式中:Ab 和b分别为撑杆的截面积和长度.然而现实工程中的杆件都会有几

何缺陷.当撑杆有正弦半波形的初弯曲时(图 6),在端部单位力作用下产生

弯矩

M=v0 sin
πx
b

根据计算位移的单位荷载法 ,撑杆因弯矩而两端相对位移

Δb =∫M
2dx
E I b

= v
2
0b

2EI b

式中:Ib 为撑杆截面惯性矩.这样初曲杆在端部单位力作用下的总位移为

b
EAb

+
v
2
0b

2E Ib
=

b
EA b

1+
v
2
0

2i2b

式中:ib 为撑杆截面的回转半径.

因此 ,有初曲撑杆的刚度是

K=
EAb
b

1+
v
2
0

2i2b

-1

(21)

当柱子也有初曲时 ,在 N力作用下的弯曲幅度增大而使撑杆产生轴力 F ,导致撑杆刚度进一步下

降为
[ 6-7]

K =
EAb
b

1+
v
2
0

2i 2b 1-
F
F E

3

-1

(22)

式(22)比式(21)多了一个因数(1-
F
F E
)
3
,体现撑杆轴力 F的不利作用 ,FE =

π2EIb
b

2 为撑杆的欧拉力.
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在设计工作中 ,撑杆刚度 K 应取自式(22),而不是式(21)或式(20).式(22)的 F 可以按钢结构设

计规范GB50017-2003第 5.1.7节的规定计算.对于单柱一道撑杆的工况 ,F=N/60.对于多根柱组成

的柱列 ,当设置多道支撑时

F= ∑N
30(m+1)

(0.6+0.4
n
) (23)

式中:n为被撑柱的根数;m 为撑杆道数.

除了具有必要的刚度 ,撑杆还应满足承载力要求 ,其截面强度和构件稳定性能应能承受式(23)给出

的 F力.

图 7　连接墙梁和柱的隅撑
Fig.7　Knee brace connecting w all beam with column

3.2　撑杆纵轴不通过柱截面剪心

在采用墙梁充当撑杆时 ,通常把它连接在柱子的外侧.

此时 ,墙梁的纵轴偏离柱子剪心 ,设计工作需要注意两个问

题 ,其一是 ,墙梁在连接于柱的一个翼缘的同时 ,还需要通过

隅撑连于柱的另一翼缘(图 7),以免造成柱的扭转;其二是墙

梁因起支撑作用而产生的 F 力对它是偏心力 ,此力的效应应

和风荷载的效应适当组合.

4　结　语

本文着重讨论弹性撑杆对轴压构件稳定性能的影响.由

柱弹性临界压力导出的计算长度系数可以用于设计工作.框

架柱稳定性计算还涉及受弯构件的稳定系数 φb.当柱的两个

翼缘在被撑点同时得到弹性支承时 ,受弯构件的计算长度可以取得和轴压构件相同.

构件的缺陷是钢结构设计必须考虑的问题 ,因此 ,撑杆的刚度应按式(22)计算.在利用墙梁作为弹

性撑杆对柱失稳的约束作用时 ,必须注意兼职给它带来的负担 ,它在承受风荷载的同时还要承担支撑

力 ,而且是偏心作用的力.
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Solar fraction of residential building in north-west China

L IU Y an-f eng , YU Ya-l i , KONGDan

(Schoo l o f Environment &M unicipal Enginee ring , Xi′an Univ.of A rch.&Tech., Xi′an 710055 , China)

Abstract:Hea ting loads o f residential building s in Lhasa , Xi′an and Xining under combination conditions of different insu-

lation , storey and window-wall r atio we re analy zed.Sing le-lay er traditional dw elling building in Lhasa City wa s also stud-

ied in different conditions.The results showed that:values o f solar fraction in different cities depend on the local solar ra-

diation , increasing with less layer s and lar ger southern w indow.The collector area of active solar heating sy stem can re-

duce significantly in sing le- laye r traditional dwelling building w ith good insulation and sunspace in Lhasa city.

Key words:residentia l building ;solar f raction;heating;heat load
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Stability calculation of steel columns with multiple elastic braces

CHEN Shao-f an

(Key Labo rato ry of Structural and Aseisma tic Enginee ring o f Education M inistry , Xi′an Unive rsity of

A rchitecture & Techno log y , Xi′an 710055 , China)

Abstract:The stability o f axia lly compressed steel co lumns w ith tw o to four braces a re investig ated using equilibrium ap-

proach o r energ y approach.Simplified fo rmulas o f the elastic critical lo ad of the se columns are obtained fo r different buck-

ling configura tions.The coefficient of effectiv e leng th deriv ed f rom this ela stic c ritical lo ad can be used in design calcula-

tion of steel co lumns and beam-columns.By investig ating the above re sults , unified approx ima te formulas are propo sed

for elastic critical lo ad of columns pro vided w ith multiple braces.These fo rmulas no t only apply to the case of tw o to four

brace s , but also to that o f mo re than four br aces.Moreover, requirements to be fulfilled by braces are discussed , including

stiffness , strength and installation of knee braces , emphasizing the necessity of considering the geometrical imperfection.

Key words:steel column ;buck ling;elastic brace;critical load;geometric imper f ection .
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