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任意梯度分布功能梯度板条平面裂纹分析

程站起 ,金建洲
(郑州大学土木工程学院 ,河南 郑州 45001)

摘　要:提出一种可以分析任意梯度功能梯度材料的分层模型 , 并采用该模型研究功能梯度板条平面裂纹问

题.采用 Fourier变换和传递矩阵法将该混合边值问题化为奇异积分方程组 , 通过数值求解获得应力强度因

子.考察了分层模型的有效性 , 还讨论了材料梯度变化形式 、结构几何尺寸和材料梯度参数对裂纹应力强度

因子的影响 ,发现结构几何尺寸 、材料梯度变化形式 、以及材料梯度参数均对应力强度因子有显著影响.
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1　引　言

功能梯度材料是一种新型的功能复合材料 ,由于其在降低应力集中 、释放残余应力以及提高黏接性

能等方面的优异性能 ,已经在许多领域得以应用.在功能梯度材料与结构的设计中 ,断裂行为是一个非
常重要的因素.材料的非均匀性造成功能梯度材料的断裂行为非常复杂.并且由于功能梯度材料性能

的非对称性 ,使得功能梯度材料的断裂形式通常为混合型的.因此对于功能梯度材料的断裂分析来说 ,

最重要的任务也许是获得应力强度因子的解.在过去的二十年中 ,关于功能梯度材料断裂的研究已经

做了很多工作.例如 ,Delale 和 Erdogan[ 1] 采用指数函数模型研究功能梯度材料的断裂问题 ,结果发现
裂纹尖端应力场仍然具有负平方根奇异性 , Eischen[ 2] 、Jin 和 Noda[ 3] 也证明只要材料弹性模量的变化

形式为连续函数 ,功能梯度材料的裂纹尖端应力场的主项就仍然具有负平方根奇异性 ,而与其弹性模量

的具体函数变化形式无关.已有的文献(如 Delale 和 Erdogan
[ 4]
;Jin 和 Batra

[ 5]
, Erdogan , Kaya 和

Josehp[ 6])研究了功能梯度材料的一些典型裂纹问题 ,研究发现 ,弹性模量对应力强度因子有显著的影

响 ,而泊松比的影响几乎可以忽略.也有一些学者(Craster 和 Atkinson
[ 7]
, Gerasoulis 和 Srivastav

[ 8]
)

采用其他函数形式 ,比如幂函数 ,来模拟材料弹性模量的变化.其他学者还发展了一些半解析方法来研

究具有任意函数形式变化的功能梯度材料的断裂问题.例如 ,Wang 等[ 9] 采用的均匀分层模型 ,即每一
子层中的材料参数假定为常数.黄干云和汪越胜等[ 10] 提出的分层线性模型 ,即每一子层中弹性模量为

坐标的线性函数.他们分别采用这两种模型分析了一系列典型断裂问题.

程站起和仲政[ 11-12] 假设梯度材料的柔度模量为坐标的线性函数 ,研究了功能梯度板条和涂层的平

面裂纹问题.本文根据文献[ 11 , 12]所得基本解 ,提出一种可以分析任意梯度功能梯度材料平面裂纹

问题的分层模型.在该模型中将功能梯度材料分为若干子层 ,在每一子层中材料柔度模量为坐标的线
性函数 ,在子层界面处保持连续.采用本分层模型考虑功能梯度材料板条的平面裂纹问题 , 通过 Fou-

rier 变换和传递矩阵方法 ,将混合边值问题化为奇异积分方程组 ,进而数值求解奇异积分方程获得应力

强度因子 ,验证了本文模型的有效性 ,同时考察了功能梯度材料梯度参数及其变化形式与结构的几何尺

寸等对应力强度因子的影响.

2　分层模型

考虑一厚度为2h的功能梯度板条 ,其剪切模量和泊松比分别从下表面的μ1和υ1变化到μ2和υ2 ,其
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变化形式可以是坐标的任意函数 ,如图 1所示.板条内部含有长度为 2a且平行于板条上下表面的贯穿

裂纹.

图 1　功能梯度板条中的平面裂纹
Fig.1　The geomet ric condition of plan e crack

in funct ionally graded st rip

　　

图 2　分层模型示意图
Fig.2　S chematic map of the mu lti-layered model

在进行平面裂纹分析时可以按下述方式来建立梯度材料的分层模型:将功能梯度板条分成若干子

层(设共分 n层),在每一子层中 ,材料柔度模量按相同的线性函数变化 ,在任意两个子层界面上 ,剪切模

量及柔度模量连续且等于材料实际值 ,如图 2所示.假设其位于第 k 个子层界面上 ,根据该模型在各子

层中有

ζ(y)= 1
μ(y)

≈ζJ(y)= 1

μ
 

J

(cJ +dJ y)=ξ
 

J(cJ +dJy)(hJ-1 ≤y ≤hJ) (1)

其中μ
 

J 和ζ
 

J 分别为材料在子层界面 y =hJ 的剪切模量及柔度模量 ,即μ
 

J =μ(hJ),ζ
 

J =ζJ(hJ)=
1

μ
 

J

=

1
μ(hJ)

.而

cJ =
hJ
ζJ-1

ζJ
hJ -hJ-1

, dJ =
1 -
ζJ-1
ζJ

hJ -hJ-1
(2)

在许多文献中均已证明泊松比对应力强度因子的影响很小
[ 1 , 4]

,因此本文中假设泊松比υ1 =υ2 =υ为

常量.

根据图2所示的直角坐标系 ,引入应力函数 F(x , y),根据弹性体物理方程 、几何方程与变形协调方

程 ,可以得到用应力函数 F(x , y)表示的任意第 J 层(J =1 , 2 ,3 , …n)的平面应变问题控制方程为

 4
FJ + 2dJ

c J +dJ y
 
 y
( 2

FJ)=0 (3)

该混合边值问题的边界条件为

σyy 1(x ,0)=σxy 1(x ,0)=σyyn(x , 2h)=σxyn(x ,2h)=0 (4)

而梯度材料的各个子层界面处的连续性条件为

σyyJ(x ,hJ)-σyyJ+1(x ,hJ)=0 , σxyJ(x ,hJ)-σxyJ+1(x ,hJ)=0 (5)

uxJ(x ,hJ)-uxJ+1(x , hJ)=0 , uyJ(x , hJ)-uyJ+1(x ,hJ)=0 (6)

其中在裂纹面上的应力条件和位移间断以及连续性条件为

σyyk(x ,hk)=-σ1(x),σxyk(x ,hk)=-σ2(x)　　|x|≤c (7)

uxk(x , hk)-uxk+1(x , hk)=Δuxk , uyk(x ,hk)-uyk+1(x ,hk)=Δuyk 　　|x|≤c (8)

uxk(x ,hk)-uyk+1(x ,hk)=0 , uyk(x ,hk)-uyk+1(x ,hk)=0　　|x|>c (9)

3　求解过程

采用 Fourie r变换方法 ,可以得到方程(2)在变换域内的通解为:

 F J =AJ1 J1 +AJ 2 J2 +AJ3 J3 +AJ4 J 4 (10)
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其中  F(s , y)=∫
∞

-∞
F(x , y)e-isx dx

 J1 =e
ξ
J 　　 J 2 =e

-ξ
J

 J3 =e
ξ
J Ei(-2ξJ)-e

-ξ
J lnξJ 　　 J4 =e

-ξ
J E i(2ξJ)-e

ξ
J lnξJ

(11)

这里ξJ = s(cJ +dJy)
dJ

,Ei(x)=-∫
∞

-x

e
-t

t
dt =∫

x

-∞

e
t

t
dt为指数积分函数 ,而 AJ 1 , AJ2 , AJ 3和 AJ4待

定常数 ,可以由功能梯度板条的边界条件确定.相应地 ,可以得到变换域内任一子层的应力和位移为

{SJ}=[ T J(y)] ·{AJ}=[ T J1(y), T J2(y), TJ 3(y), TJ 4(y)] ·{AJ} (12)

其中{SJ}=[ u
～

xJ , u
～

yJ , σ
～

yyJ , σ
～

xyJ ] T ,{AJ}=[ AJ1 , AJ 2 , AJ3 , AJ 4] T 以及

[ T Jl(y)] =[ T Jl1(y), TJ l2(y), T Jl3(y), T Jl4(y)]
T

其中:TJ l1(y)=1 -υ
2is
ζJ

d2 Jl(y)
dy

2 +υs
2i
ζJ Jl(y)

TJ l2(y)=1 -υ
2s2
ζJ d

3
 Jl(y)
dy 3 +1 -υ

2s2
dJ

d
2
 Jl(y)
dy2 +υ-2

2
ζJ d 

Jl(y)
dy

+υ
2
dJ Jl(y)

T jl3 =-s
2
 J l , T Jl4(y)=-is

d Jl
dy
, l =1 ,2 ,3 ,4.

利用边界条件(4)-(9)得

{SJ}-{S J+1}={ΔSk}δkJ 　　y =hJ , J =1 ,2 , … ,n -1 (13)

其中 ΔSk =[ Δu
～

xk , Δu
～

yk ,0 ,0]
T
, Δu

～

xk 和 Δu
～

yk 为变换域内在裂纹面上的位移间断.方程(13)实际上是

一个递推公式 ,利用它和式(4)-(6)可以得到任一子层中待定常数{AJ}关于{ΔS k}的表达式

{AJ}=[ [ L Jk ] +[ K Jk ] H(J -k)] {ΔSk} (14)

其中[ L Jk] =[ V J-1 ] -1 [ Ek] , [ Ek] =[ V n-1 ]{D2}T{D 1}[W ] -1[ Lk ] , [ VJ ] =[ V1] [ V2] …[ VJ ] , [ W] =

{{Q1}{Q2}}
T
, {Q1}=[ D1 ] [ Tn(h)] , {Q2}=[ D1 ] [ T1(0)] , [ L k] =[ V k-1] · [ Tk(hk)]

-1
, [ V J] =

[ TJ(hJ)] -1 [ T J+1(hJ)] , [ K Jk ] =-[ VJ-1 ] -1 [ Lk ] ,[ D1 ] =
0 0 1 0

0 0 0 1
, [D 2] =

1 0 0 0

0 1 0 0
.

将方程(14)代入(12),并进行 Fourier 逆变换 ,同时根据裂纹面边界条件(7)可得

1
2π∫

∞

-∞
ω(s ,hk){Δ u

～

xk , Δ u
～

yk}T exp(isx)ds ={-σ1(x), -σ2(x)}T 　　|x|≤c (15)

其中 ω
～

(s , hJ)=[ D1 ] [ MJk ] [ D2 ] T ,由位移连续性条件(9)得到

∫
∞

-∞
{Δu

～

xk , Δ u
～

yk}
T
exp(isx)ds =0 , 　　|x|>c (16)

则方程(15)和(16)即为采用本分层模型得到的功能梯度板条问题的对偶积分方程.为得到奇异积分

方程组 ,引入如下位错密度函数:

η1(x)=
 
 x
(Δuxk)　　η2(x)=

 
 x
(Δuyk), 　　|x|≤c (17)

根据 Fourie r积分变换的性质 ,方程(15)和(16)化为

1
2πi∫

∞

-∞
s
-1 ω

～

(s ,hk)∫
c

-c
{η1(α), η2(α)}T eis(x-α)dsdα={σ1(x),σ2(x)}T (18)

∫
c

-c
{η1(α),η2(α)}T dα=0 (19)

考虑指数积分函数的渐近性质 ,可以证明如下性质:

Lim
s※∞

s
-1 ω

～

(s , hk)=-β[ I] (20)

其中 β =
μ(hk)

2(1 -υ)
, [ I] 为 2×2单位矩阵.并且ω

～

(s ,h1)具有下面的性质:

ω
～

(-s ,hk)=(-1)j+l ω
～

(s ,hk)　　j , l =1 , 2 (21)

利用解析函数的性质可以将方程(18)转化为 Cauchy 奇异积分方程 ,然后采用 Erdogan
[ 13]
发展的
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方法数值求解 ,注意到位错密度函数具有平方根奇异性 ,假设它们的形式为

η1(α)=
f 1(α)

1 -(
α
c
)

2

, 　　η2(α)=
f 2(α)

1 -(c)
2

(22)

利用 Cheby shev 多项式性质 ,将方程(22)代入方程(18)和(19)得到如下线性代数方程组

c
M ∑

M

n=1

f j(αn)
αn -xr

+∑
2

l=1
f l(αn)Z1 l(αn , xr) =-1

β
σj(x r)　　j =1 ,2 (23)

1
M ∑

M

n =1
f j(αn)=0　　j =1 , 2 (24)

这里

Z jl(α, x)=
1
β∫

∞

0
(is)

-1
ωjl(s)co s(s(α-x))ds , 　j ≠ l , 　j , l =1 ,2

Z jl(α, x)=-∫
∞

0
(s
-1
ωjl(s)
β

+1)sin(s(α-x))ds , 　j = l , 　j , l =1 ,2

其中αn =ccos(
(2n-1)π

2M
), xr =ccos

πr
M
, r =1 ,2 , …,M -1 , 而M是 f j(α)在(-c , c)中的离散点总数.

通过求解上述代数方程组可得离散点上的值 f j(αn),而其他点上的 f j(α)值可以通过插值得到.
裂纹尖端的应力强度因子定义为

K
±
Ⅰ =Lim

x※±c
2|x ±c|σyy(x ,h1), 　　K

±
Ⅱ =Lim

x※±c
2|x ±c|σxy(x ,h1) (25)

利用 Cheby shev 多项式的性质 ,再由方程(18)可以得到应力强度因子

K
±

Ⅰ = β c f 2(±c), 　　K
±

Ⅱ = β c f 1(±c) (26)

4　算例与讨论

如果已知梯度材料剪切模量的变化形式 、板条的厚度 、裂纹尺寸 、以及外载荷 ,即可利用上述公式求解

裂纹应力强度因子.为了验证本模型的有效性 ,先考虑材料的剪切模量以指数函数形式变化的情况 ,即

μ(y)=μ1e
βy

(27)

其中 β = 1
2h

ln(
μ1
μ2
).Erdogan[ 1] 最早用这种变化形式研究功能梯度材料的裂纹问题 ,并且黄干云等[ 10]

将其称为 Erdogan模型 ,本文也称为 Erdogan模型.

一般认为 Erdogan模型不需要分层模拟 ,其所得结果被认为是精确的 ,采用本文所发展的分层模型

计算的结果与其相比较可以证明本文模型正确与否.为了与 Erdogan 模型进行比较 ,图 3 给出了
μ1
μ2
=

10 , υ=0.3时 ,分别采用 Erdogan模型和分层数目 N取值为6时本分层模型 ,计算剪切模量以指数函数

形式变化的功能梯度板条中线裂纹(hk =h)所得无量纲应力强度因子随 c/h变化的情况.从图中可以

看出 ,在法向载荷作用下 ,本模型所得
K Ⅰ

σ0c1/2
与 Erdogan模型所得结果非常接近 ,而

K Ⅱ

σ0c1/2
与Erdogan模型

所得结果有些偏差.考虑到法向载荷作用下
K Ⅱ

σ0c1/2
比较小 ,且偏差也不大 ,因此认为本文所发展的分层

模型是比较有效的.同时在图中也给出了分层数目 N取值为6时层合板模型(PWML)所得结果.从图

中可以发现 , 在法向载荷作用下 ,层合板模型所得的
K Ⅰ

σ0c1/ 2和
K Ⅱ

σ0c1/2
与 Erdogan模型所得结果均有一定的

偏差 ,且随着 c/h 的增大 ,偏差也越大 ,而本模型所得结果均更接近 Erdogan模型的结果.这就说明 ,在

相同的分层数目下 ,采用本模型所得结果比层合板模型更接近于 Erdogan模型的结果 ,即要达到相同的

计算精度 ,层合板模型比本文模型需划分更多的层数 ,因此本文模型比层合板模型更有效.

正如前文所述 ,本文模型可以用来求解材料参数具有任意变化形式的的功能梯度材料的断裂问题 ,

作为一个验证 ,考虑材料的剪切模量为下面这两种变化形式:

μ=μ1 +(μ2 -μ1)sin(
πy
4h
) (28)

744 　　　　　　西　安　建　筑　科　技　大　学　学　报(自然科学版)　　　　　　　　第 43 卷



图 3　法向载荷作用下
μ1
μ2
=10 ,υ=0.3时功能梯度板条中线裂纹

无量纲应力强度因子:(a)I 型;(b)II 型
Fig.3　No rm aliz ed SIFs of midline crack in a FGM s st rip w ith ex ponen tial variation u nder normal loading

(
μ1
μ2
= 10 ,υ= 0.3):(a)mode I and(b)m ode II

μ=μ1 +(μ2 -μ1)(y
2h
)2 (29)

这两个梯度变化形式是不能用 Erdogan模型求解的 ,但可以采用本文模型求解.(28)和(29)式分

别称为 Sinusoidal模型和 Parabolic模型 ,同时为了比较 ,在图中均绘出均匀材料板条(Homogeneous)

和指数函数形式(Exponential)梯度材料板条的应力强度因子的曲线 ,取
μ1
μ2
=10 , υ=0.3 ,图 4给出了

法向载荷作用下功能梯度板条中线裂纹(hk =h)无量纲应力强度因子随 c/h变化的的情况.从图中可

以发现 ,对于相同的
μ1
μ2
,当 c/h很小时 ,剪切模量的变化形式对应力强度因子的影响并不大 ,但随着 c/h

的增大 ,剪切模量的变化形式对应力强度因子的大小具有一定的影响.因此可以通过选择合适的材料

梯度变化形式提高功能梯度材料的断裂性能.

图 4　法向载荷作用下
μ1
μ2
=10 ,υ=0.3时梯度函数形式对功能梯度板条

中线裂纹无量纲应力强度因子:(a)I 型;(b)II 型
Fig.4　The inf luence of the variat ion manner of sh ear m odulus on the normalized S IFs of midline crack in

a FGMs st rip under n ormal loading (
μ1
μ2
= 10 ,υ= 0.3).(a)m ode I and(b)mode II

5　结　论

本文给出了一个能够分析任意梯度功能梯度材料平面裂纹问题的分层模型 ,并通过该模型研究了

功能梯度板条平面裂纹问题.数值求解奇异积分方程得到功能梯度板条裂纹应力强度因子.考察了本

模型的有效性和精确性 ,以及材料梯度形式和结构尺寸对应力强度因子的影响.研究表明本文所提分

层模型能够有效研究任意梯度功能梯度材料断裂问题 ,材料梯度变化形式和结构几何尺寸对裂纹应力

强度因子均有一定影响.
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Plane crack problem for functionally graded strip with

arbitrarily distributed properties

CHENGZhan-qi , J IN J ian-z hou

(Schoo l o f Civil Eng ineering , Zhengzhou Univer sity , Zheng zhou 450001 , China)

Abstract:In this paper , a multi-laye red model is developed and the plane ela sticity problem for a functionally g raded st rip

containing a crack has been considered by using this model.By utilizing the Fourier tr ansfo rmation technique and the

transfer matrix method , the mixed boundary problem is reduced to a sy stem of singular integ ral equa tions that are solved

numerically.The influences of the gr aded varia tion of materia l pa rameters and geome tric pa rameters on the stress intensi-

ty factor s are investig ated.The numerical results show tha t the g raded va riation of material parame te r ha s significant

effects on the stress intensity facto rs.

Key words:f unctionally graded materials;multi-lay ered model;crack;stress intensity f actors .
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