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摘　要：以悬索桥主缆线形确定的常用精确数值解析算法为研究对象，通过对它们的比较分析和公式推导发

现：在主缆理想柔性、忽略泊松比效应的最基本假定下，主缆线形确定的精确数值解析法可归结为主缆自重

集度按其有、无应力长度计算作为已知条件的两大类算法；并且证明了在每大类解析算法中的所有方法是完

全等价的．研究还表明：第二类解析算法为“全精确解析算法”，第一类为“准精确解析算法”；在第一类算法中，

主缆无应力长度公式的计算值偏小．仅就悬索桥主缆成桥态线形确定而言，主缆线形确定的两大类数值解析

算法都具有很高的工程精度，但第二类算法的主缆自重集度的确定更为精确、更接近实际情况，实际计算时

应优先使用它．另外，针对两类解析算法涉及到大量的超越方程求解和递推迭代计算的情况，提出了基于

ＭＡＴＬＡＢ软件的高精度电算实现方法．最后，给出一个超大跨径悬索桥的中跨主缆线形确定的验证算例．
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悬索桥是跨越能力最大的一种桥型，到目前为止它是１　０００ｍ以上的大跨度桥梁的首选桥型之
一［１－３］．缆索系统，是悬索桥的主要承重结构，也是悬索桥设计的一个关键构件．主缆线形的正确与否，将
直接影响到主缆的下料长度、各索夹的安装位置以及相应的吊索长度等参数的正确与否．这些参数的误
差又将直接影响悬索桥的成桥线形和受力状况，最终关系到桥面线形，影响使用功能，因此缆索系统计
算也是大跨度悬索桥施工控制中的一项重要内容．在分析悬索桥主缆线形时，一种方法是采用能考虑结
构大位移和初应力影响的非线性有限元法，另一种方法是采用数值解析法，根据主缆自身的平衡条件自
动考虑各种非线性因素的影响，或者将二者结合起来．而用数值解析法可以比较简单地处理有限元法难
以处理的诸如主缆与鞍座的接触问题和鞍座的顶推等问题，当吊索力确定时，其解答便是精确的，而且
还有输入数据少、计算速度快等优点［３］．因而主缆线形的数值解析法在悬索桥分析理论中倍受重视，也
有多位研究者对此方法进行了许多发展和研究．
在主缆线形确定的数值解析法中，传统的计算方法假定自重作用下主缆线形为抛物线（后文简称为

抛物线近似法），它与实际线形相差较大［４－５］．再通过对悬索桥结构体系受力特点的深入研究和大量计算
分析论证发现，悬索桥在上述荷载下的成桥各跨线形并非理想的抛物线，也不是理想的悬链线，而是主
缆在吊索之间的各索段在自重作用下呈悬链线（即分段悬链线，非全跨悬链线）．该计算方法除了将悬索
桥主缆简化为理想柔性索和忽略截面泊松比效应的一些最基本假定外，推导过程中没有任何近似，因此
是一种用数值迭代计算解决给定的问题、且精确的解析方法．在后文中把这种方法简称为悬链线解析
法．综观现有文献可知，它们介绍的悬索桥主缆线形确定方法的计算步骤基本一致，其基本依据都是悬
链线参数方程，但悬链线参数方程的形式有较大差异．进一步仔细研究后发现，这些精确解析算法又可
分为两大类：①稍早文献提出的、主缆自重集度按其有应力长度计算作为已知条件的解析算法；②稍后

＊收稿日期：２０１０－１０－１５　　修改稿日期：２０１１－１０－１５
基金项目：国家自然科学基金资助项目（５１０７８３０６）；教育部高等学校博士学科点专项科研基金资助项目（２０１０６１２０１１０００４）；西安建

筑科技大学重大科技项目创新基金资助项目（ＺＸ０９０１）

作者简介：景天虎（１９７２－），男，陕西富平县人，博士，讲师，主要从事大跨度桥梁的结构分析理论研究．

DOI:10.15986/j.1006-7930.2011.06.010



文献提出的、主缆自重集度按其无应力长度计算作为已知条件的解析算法．
既然这些方法都是精确解析算法，那么，各文献所提出的方法之间到底存在什么关系，从数学物理

本质上看是否等价，各方法的优、缺点是什么，以及精度如何？另外，悬链线解析法的实现过程中要求解
超越代数方程，涉及到大量数值迭代、递推迭加运算．对于超大跨径悬索桥主缆而言，因其吊索分割的主
缆索段数量较常规悬索桥的大许多．如何保证电算程序求解非线性方程（组）的精度，以及如何尽量减少
计算累积误差？限于篇幅，本文仅以绝大部分已建悬索桥所采用的平面缆索、且吊索竖直的主缆为例，
对上述问题进行探讨；但分析结论对采用倾斜吊索、空间缆索的悬索桥主缆也是适用的．最后用一个主
跨３　３００ｍ的超大跨径悬索桥的中跨主缆确定的算例来验证本文的分析结论．

图１　 悬索桥主缆确定的局部坐标系计算模型
Ｆｉｇ．１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｌｏｃａｌ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｆｏｒ

ｓｈａｐｅ－ｆｉｎｄｉｎｇ　ｏｆ　ｍａｉｎ　ｃａｂｌｅｓ　ｉｎ　ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ　ｂｒｉｄｇｅｓ

１　总说明和基本参数声明

因各个文献进行公式推导时所采用的坐标

系和变量符号不统一．本文规定：如图１和图２
所示，局部坐标系以两吊点间悬索段的左端点为
原点，ｘ轴、ｙ轴分别向右、向下为正方向；整体坐
标系以左主塔的主鞍座处主缆的理论交点ＩＬＰ 为
原点，Ｘ轴、Ｙ 轴分别向右、向下为正方向；索端
力以图中所示方向为正．ｑ和ｑ０分别为按主缆有、

图２　 悬索桥主缆确定的整体坐标系计算模型
Ｆｉｇ．２　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｇｌｏｂａｌ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ｆｏｒ

ｓｈａｐｅ－ｆｉｎｄｉｎｇ　ｏｆ　ｍａｉｎ　ｃａｂｌｅｓ　ｉｎ　ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ　ｂｒｉｄｇｅｓ

无应力长度计算的自重集度；Ｅ为主缆材料弹性
模量；Ａ为横截面积；Ｓｉ和Ｓｉ０为第ｉ段两吊点间
整段悬链线的有、无应力长度，Ｓ和Ｓ０ 为全跨两
理论交点间整段主缆的有、无应力长度［６］．
在图２中，Ｐｉ为第ｉ根吊杆的张力；ＩＬＰ，ＩＲＰ 分

别为成桥态的主缆左、右端主缆的理论交点，由
设计拟定，为已知量．Ｈｉ、Ｖｉ分别为主缆节点处索
力的水平、竖直分量．由于吊索竖直，故全跨主缆
索力的水平分量相等，即可令Ｈｉ＝Ｈ；ｌｉ和ｈｉ分

别为两吊点间整段悬链线的水平和竖直投影长度，其中ｌｉ由设计拟定，为已知量．
在局部坐标系中（见图１），悬链线上任意Ｍ 点的笛卡尔坐标为（ｘ，ｙ），Ｌａｇｒａｎｇｅ坐标为（ｓ）或 者

（ｓ０）（ｓ和ｓ０分别为从原点起算的悬链线有应力长度和无应力长度），Ｔ（ｓ）和θ（ｓ）分别为主缆Ｍ点的轴
力及其与ｘ轴的夹角；Ｔｉ和θ０分别为原点处的主缆轴力及其与ｘ轴的夹角．因为假定主缆为完全理想柔
性索，悬链线上任意点处的主缆轴力方向与该点的曲线切线方向相同．ｘｃｉ为第ｉ段悬链线上最低点的水
平轴坐标，αｉ和βｉ为计算 参数．它们的表达式如下：

ｘｃｉ ＝ｌｉ２＋
Ｈ
ｑ
ａｒｃｓｈ（βｉ

·ｈｉ
ｌｉ·ｓｈ（βｉ）

）； （０ａ）

βｉ ＝
ｑ·ｌｉ
２·Ｈ

；αｉ ＝ａｒｃｓｈ（βｉ
·ｈｉ

ｌｉ·ｓｈ（βｉ）
）＋βｉ （０ｂ，０ｃ）

为便于分析比较，首先对原文献的坐标系和变量符号进行了统一，并对因坐标轴方向调整引起的原
公式表达式中个别变量前面的正负号作了相应调整．

２　 主缆自重集度ｑ按其有应力长度计算作为已知条件的悬链线解析法分析

２．１　 对本文未加详细分析的两种算法的简要说明
（１）文献［７］（２００４年）的作者在其多篇公开发表的论文中详尽阐述的主缆线形确定的解析法实际

上是一种近似解法．该文将主缆自重看作是沿弧长均布，加劲梁、吊索、索夹和桥面等其余恒载看作是沿
桥长均布，它所依据的主缆曲线竖直方向的平衡微分方程，在文献［８］（１９９６年）的 “（三）近似计算方法
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……２．线悬链线的组合曲线”部分已经提出．文献［８］把该近似方法简称为组合索法（即主缆自重以外
的恒载对应的抛物线与主缆自重沿弧长均布对应的悬链线的组合），并认为该非线性微分方程难以直接
求解，假定了满足边界条件的近似解．文献［７］只是通过引入一个参变量，来求解该参数方程的．另外，

文献［７］“加劲梁、吊索、索夹和桥面等其余恒载看作是沿桥长均布”的做法，与抛物线近似法是相同的：

即把微分索段单独拿出来建立竖直方向的平衡微分方程时，主缆自重以外的恒载没有直接作用在主缆
微分段上，文献［７］隐含使用了悬索桥分析的理论挠度理论（即古典膜理论，该方法属于近似解析法）的
假定，即把沿主缆离散分布的吊索看成沿主缆连续分布的膜；通过该连续膜主缆自重以外的恒载传递到
主缆上．“组合索法”较“抛物线近似法”精确之处在于考虑了主缆自重沿弧长均布的实际情况．

（２）文献［９］（１９９９年）提出的虚拟梁法是一种主缆线形确定的精确解析法，其原始思想在文献［８］
（１９９６年，文中称为简支梁弯矩比拟法，简称为简比法）和 文献 ［１０］（１９９２年，文中称为简支梁等代梁
法）已有说明．虚拟梁精确之处在于：摈弃了文献［８］和文献［１０］的“将主缆沿索长均布的恒载近似为沿
水平跨度均布”的做法，将主缆自重看作是沿弧长均布；两吊点间悬索段看作悬链线，主缆自重以外的
恒载通过吊索集中力作用到主缆上．然后所有吊点处的竖向线形坐标和主缆水平分量先被假定出来，这
样所有两吊点间悬索段的悬链线方程唯一确定．据此精确确定虚拟梁在各节点处的等效弯矩．最后根据
索上任意点ｙ坐标与等效弯矩间的关系建立ｎ＋１阶超越代数方程组（ｎ为吊点总数），即虚拟梁法要求
解与吊点数目多１的一组非线性方程，列式和求解的工作量较大．超大跨径的悬索桥因吊索数目较常规
跨径的悬索桥大很多，应用该法更显繁琐．可能基于这个原因，文献［９］的作者在其参编的文献［１１］中
只介绍了文献［１２］的方法，并未介绍虚拟梁法．
２．２　 各种解析算法的比较

２．２．１　 各算法的要点列举
（１）文献［８］（１　９９６年）的方法（下文简称为９６算法）

在图１所示的局部坐标系中，索曲线为悬链线，满足边界条件的索曲线方程为

ｙｉ（ｘ）＝Ｈｑ
ｃｈ（αｉ）－ｃｈ（２βｉ

·ｘ
ｌｉ －αｉ［ ］） （１）

悬索段高差ｈｉ应满足如下几何边界条件：

∑
ｍ

ｉ＝１
ｈｉ＝ｆ，　　∑

ｎ＋１

ｉ＝１
ｈｉ＝Δｙ （２）

式中：ｍ，ｎ分别为左鞍座到跨中（或任意已知吊点）的吊索数和整跨吊索总数；ｆ为主缆跨中（或任意已
知吊点的）矢高；Δｙ为两个主鞍座理论交点ＩＰ 点的ｙ坐标之差．
各吊点处力的平衡条件为

Ｈｉ＝Ｈ，　Ｈ
ｄｙｉ－１
ｄｘｉ－１　 ｘｉ－１＝ｌｉ－１

－Ｈｄｙｉｄｘｉ　ｘｉ－１＝０
＝Ｐｉ－１ （３ａ，３ｂ）

迭代计算过程简介：

① 定一个ＩＬＰ 点的主缆索力水平和竖向分量的迭代初始值为Ｈ０ 和Ｖ０；② 在紧邻ＩＬＰ 点的第１个悬
索段中，由（１）式有 Ｈ·ｓｈ（α１）＝Ｖ０，于是可求得α１ 和β１；同时，第１个的索段高差为ｈ１ ＝
Ｈ ｃｈ（α１）－ｃｈ（２β１－α１［ ］）／ｑ，Ｈ·ｄｙ１／ｄｘ１｜ｘ１＝ｌ１ ＝－Ｈ·ｓｈ（２β１－α１）．后续步骤是在其他悬索段上按
步骤 ② 的方法循环求解各段的ｈｉ，最后检查几何条件是否满足，并依据误差情况修正初始值Ｈ０和Ｖ０．

（２）文献［１２］（１　９９８年）的方法（下文简称为９８算法）

在图１所示的局部坐标系中，任意自由索段端点力与索上任意点Ｍ 的 坐标间的函数关系为

ｘｉ（ｓ）＝Ｈｑ
ａｒｃｓｈ（ＶｉＨ

）－ａｒｃｓｈ（Ｖｉ－ｑ
·ｓ

Ｈ［ ］） （３）

ｙｉ（ｓ）＝Ｈｑ
［１＋ Ｖｉ（ ）Ｈ槡

２

－ １＋（Ｖｉ－ｑ
·ｓ

Ｈ
）槡 ２］ （４）

吊点间任一索段整段悬链线应满足如下关系：
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ｌｉ＝ Ｈｑ
ａｒｃｓｈＶｉ（ ）Ｈ －ａｒｃｓｈ（Ｖｉ－ｑ

·Ｓｉ
Ｈ［ ］） （５）

ｈｉ＝ Ｈｑ
［１＋ Ｖｉ（ ）Ｈ槡

２

－ １＋（Ｖ－ｑ
·Ｓｉ
Ｈ

）槡 ２］ （６）

ｈｉ应满足的几何边界条件同式（２）．各吊点处力的平衡条件为
Ｈｉ　 ＝Ｈ，Ｖｉ　 ＝Ｖｉ－１　－（Ｐｉ－１＋ｑ·Ｓｉ－１） （７ａ，７ｂ）

迭代计算过程简介：

①同９６算法；②在紧邻ＩＬＰ点的第１个悬索段中，求解超越代数方程式（５）得出Ｓ１；把Ｓ１代入式（６）
得到ｈ１．后续步骤是在其他悬索段上按步骤②的方法循环求解各段的ｈｉ，最后检查几何条件是否满足，
并依据误差情况修正初始值Ｈ０ 和Ｖ０．为了加快迭代收敛，该文献提出，让索端力产生单位增量求得影
响矩阵，用影响矩阵推求ＩＬＰ 点的主缆索力水平和竖向分量的修正值［１２－１３］．

（２）文献［１３］（２　００８年）的方法（下文简称为０８算法）
在图１所示的局部坐标系中，索曲线为悬链线，满足边界条件的索曲线方程为

ｙｉ（ｘ）＝Ｈｑ
ｃｈ（ｑ

·ｘｃｉ
Ｈ

）－ｃｈ（ｑ
·（ｘ－ｘｃｉ）
Ｈ［ ］） （８）

ｈｉ应满足如下几何边界条件和各吊点处力的平衡条件同９６算法．
迭代计算过程简介：

① 同９６算法；② 在紧邻ＩＬＰ 点的第１个悬索段中，根据原点处曲线切线方向与索轴力的竖向、水平
分量间的关系由（１）式有Ｈ·ｓｈ（ｑ·ｘｃ１／Ｈ）＝Ｖ０，即ｘｃ１＝ （Ｈ／ｑ）·ａｒｃｓｈ（Ｖ０／Ｈ）．同时ｈ１＝Ｈ［ｃｈ（ｑ
·ｘｃ１／Ｈ）－ｃｈ（ｑ·（ｌ１－ｘｃ１）／Ｈ）］／ｑ，Ｈ·ｄｙ１／ｄｘ１｜ｘ１＝ｌ１ ＝－Ｈ·ｓｈ［ｑ·（ｌ１－ｘｃ１）／Ｈ］．后续步骤同９８
算法．
２．２．２　 对各算法的比较分析

（１）把式（０ａ，０ｂ，０ｃ）代入０８算法的式（８）即可得到９６算法的式（１）．由此可见，二者所依据的悬链线
曲线方程完全等价．同理，迭代计算过程计算得到的ｈｉ也完全相等，故０８算法和９６算法是完全等价的．

（２）利用理想柔索微段的平衡关系可得，Ｖｉ／Ｈ＝ｔｇ（θ０），（Ｖｉ－ｑ·ｓ）／Ｈ＝ｔｇ（θ（ｘ））（见图１）．那么，

９８算法的式（４）可化成如下形式

ｙｉ（ｓ）＝Ｈｑ
｛ｓｅｃ（θ０）－ｓｅｃ［θ（ｓ）］｝ （９）

再由９６算法的式（１）得，ｔｇ（θ０）＝ｓｈ（αｉ），ｔｇ［θ（ｓ）］＝－ｓｈ（２βｉ·ｘ／ｌｉ－αｉ）．利用双曲正、余弦函数的
关系ｃｈ２（ｘ）－ｓｈ２（ｘ）＝１，９６算法的式（１）应也可变成式（９）．另外，利用理想柔索微段的平衡关系还可
知，９６算法的式（３ｂ）和９８算法的式（７ｂ）亦是完全相等的．
至于９８算法的式（３），可参考文献［１４］（在文献［１４］中是对无应力索曲线微分长度ｄｓ０积分的），利

用ｄｘ／ｄｓ＝ Ｈ／Ｔ（ｓ），Ｔ（ｓ）＝ Ｈ２＋（Ｖｉ－ｑ·ｓ）槡 ２，对有应力索曲线微分长度ｄｓ在有应力索长的
Ｌａｇｒａｎｇｅ坐标区间（０，ｓ）上积分，由边界条件ｓ＝０时，ｘ（ｓ）＝０即可得到式（３）．
从而证明了９６算法、９８算法和０８算法完全等价．
（３）索长计算公式分析

９６算法、９８算法和０８算法所依据的有应力索段长度的计算公式形式和繁简程度差异较大，但最终
都可化为如下最为简洁的形式［１５，１６］：

Ｓｉ＝ （２　Ｈ／ｑ）ｓｈ（βｉ）ｃｈ（βｉ－αｉ） （１０）

上式可由有应力索曲线微分长度ｄｓ＝ １＋（ｄｙｉ／ｄｘｉ）槡 ２，把式（１）代入，ｘｉ在坐标区间（０，ｌｉ）上积
分得到．它是精确的表达式．
同理，各段索的弹性伸长量计算公式可化为如下最为简洁的形式［８，１５］

ΔＳｉ＝ ［Ｈ／（２Ｅ·Ａ）］［ｌ＋（Ｈ／ｑ）·ｓｈ（２βｉ）·ｓｈ（２βｉ－２αｉ）］ （１１）

上式是当｜Ｔ（ｓ）／（Ｅ·Ａ）｜〈〈１时，由ΔＳｉ＝∫Ｓｉ

［Ｔ（ｓ）／（Ｅ·Ａ）］ｄｓ积分得到［１２］．因为索的弹性伸长

４２８ 　　　　　　西　安　建　筑　科　技　大　学　学　报（自然科学版）　　　　　　　　第４３卷



应变为ε＝Ｔ（ｓ）／（Ｅ·Ａ），按照材料力学关于弹性伸长应变的定义，应该有ε＝ （ｄｓ－ｄｓ０）／ｄｓ０ ＝
Δｓｉ／ｄｓ０，即Δｓｉ＝ε·ｄｓ０＝ ［Ｔ（ｓ）／（Ｅ·Ａ）］·ｄｓ０（ｄｓ０为无应力索曲线微分长度）．故弹性伸长的精确计
算公式为

ΔＳｉ＝∫Ｓｉ０
Δｓｉ＝∫Ｓｉ０

［Ｔ（ｓ）／（Ｅ·Ａ）］ｄｓ０ （１２）

但对于这三种算法，索段的无应力长度Ｓｉ０ 是通过有应力索段长度和弹性伸长量ΔＳｉ相减得到，即

Ｓｉ０ 未知，故这类算法不能用式（１２）来求ΔＳｉ的精确值．又因为Ｓｉ显然大于Ｓｉ０，比较式（１１）和式（１２）
知，式（１１）的ΔＳｉ计算值将会大于实际伸长量，从而计算出的Ｓｉ０小于实际无应力长度．后面的算例也验
证了这个结论．
总之，尽管这三种算法的表面形式有所差异，但它们是完全等价的，其计算精度也是完全相同的．同

时，由它们得到的主缆无应力长度小于实际值．

３主缆自重集度ｑ０按其无应力长度计算作为已知条件的悬链线解析法分析

３．１　 各种解析算法的比较

３．１．１　 各算法的要点列举
（１）文献［３，１７］的方法
在图１所示的局部坐标系中，任意自由索段端点力与索端 坐标间的函数关系为

ｌｉ＝ Ｈ
·Ｓｉ０
Ｅ·Ａ ＋Ｈｑ０

ａｒｃｓｈ（ＶｉＨ
）－ａｒｃｓｈ（Ｖｉ－ｑ０

·ｓｉ０［ ］Ｈ
（１３）

ｈｉ＝ Ｓｉ０
Ｅ·Ａ

（Ｖ－ｑ０
·Ｓｉ０
２

）＋Ｈｑ０ １＋ Ｖｉ（ ）Ｈ槡
２

－ １＋（Ｖｉ－ｑ０
·Ｓｉ０

Ｈ
）槡［ ］２ （１４）

该算法在迭代计算过程的第 ② 步求解超越方程式（１３）首先得到索段的无应力长度Ｓｉ０，再将其代
入式（１４）求得索段高差ｈｉ；该方法的其他要点同本文第２．２．１节的９８算法．

（２）文献［１４，１８，１９，２０］的方法
在图１所示的局部坐标系中，任意自由索段端点力与索端坐标间的函数关系为

ｌｉ＝ Ｈ
·Ｓｉ０
Ｅ·Ａ ＋Ｈｑ０

ｌｎ Ｈ２＋（ｑ０·Ｓｉ０－Ｖｉ）槡 ２＋ｑ０·Ｓｉ０－Ｖｉ
Ｈ２＋Ｖ２槡 ｉ －Ｖｉ

（１５）

ｈｉ＝ Ｓｉ０
Ｅ·Ａ

（Ｖｉ－ｑ０
·Ｓｉ０
２

）＋ Ｈ２＋Ｖ２槡 ｉ － Ｈ２＋（ｑ０·Ｓｉ０－Ｖｉ）槡 ２

ｑｐ
（１６）

该方法其他要点同本文第３．１．１节（１）．
３．１．２　 对各算法的比较分析
文献［１４］对式（１３）和式（１４）作了详细的推导．若把反双曲正弦函数的展开表达式代入式（１３）即

可得到式（１５），对式（１４）进行通分运算即可得到式（１６）．可见第３．１．１节的两种算法完全等价．这两种
算法求解索段的无应力长度Ｓｉ０的公式是精确的，有应力索段长度Ｓｉ的计算公式仍可用精确的式（１０）．

４　 两大类精确解析算法比较分析

４．１　 两大类精确解析算法的关系
按照文献［１４］的推导方法，在主缆自重集度的不同已知条件下可分别推导出这两大类精确解析算

法所依据的悬链线方程．第二类算法的式（１３）和式（１４）和第一类算法的式（５）和式（６）相比，前者只是
等号右边增加了几项，等号右边的后半部分形式很相似，只是个别变量的含义不同．
４．２　 两大类精确解析算法的精度比较

（１）从理论公式看，在各自的基本假定条件下，第一类算法所求解得的无应力索长Ｓ０ 是近似的，而
有应力索长Ｓ和线形笛卡儿坐标是精确的，故把第一类算法称为“准精确解析算法”更合适些；第二类算
法的所有计算量都是精确的，故可把第二类算法称为“全精确解析算法”．
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（２）对于悬索桥的各跨主缆，由于安装后鞍座之间主缆的无应力索长是固定不变的，因此单跨主缆
的总自重是不变．根据全跨悬索有应力索长Ｓ和无应力索长Ｓ０ 得到单跨主缆的自重约束方程［１５］：Ｓ·ｑ
＝Ｓ０·ｑ０．于是可以推断，若在ｑ０已知的情况下用第二类算法解出Ｓ，Ｓ０．然后根据自重约束方程可求得

ｑ＝Ｓ０·ｑ０／Ｓ．那么，ｑ作为已知条件用第一类算法得到的全跨悬索有应力长度和线形笛卡儿坐标是精
确的，其值应该与第二类算法的求解值相等；若有误差，应该是电算过中的数值误差引起的．事实上后面
的算例验证了这一点．

（３）因为实际悬索桥主缆基本都能满足｜Ｔ（ｓ）／（Ｅ·Ａ）｜〈〈即ｑ＝Ｓ０·ｑ０／Ｓ趋近于ｑ０．据此推断，

若对ｑ０和ｑ不加区分，直接用主缆无应力长自重集度代替有应力长自重集度、作为已知条件代入第一类
算法求解，引起的线形坐标误差将不大．事实上后面的算例验证了这一点．

（４）从实用角度看，对悬索桥而言，除主缆防护质量为沿变形后的有应力长度均布外，占绝大部分
的自重（在江阴桥中，主缆索股自重占总重的近９８％）沿无应力长度均布［３］．桥梁设计时，主缆索股的无
应力状态下的自重荷载集度较易确定，并且第一、二类算法繁简程度相当，故主缆线形计算时第二类算
法的主缆自重集度的确定更为精确、更接近实际情况，实际计算时应优先使用它．

５　 电算高效实现算法研究

５．１　 非线性超越方程（组）的求解算法
主缆线形计算的数值解析法计算时要求解许多非线性超越方程（组）．关于非线性超越方程求解方

法，大量的、纯数学方面的计算方法文献上有现成的Ｎ－Ｒ算法介绍；有些主缆线形计算方面的文献也
花费相当大的篇幅、结合线形计算的约束条件对Ｎ－Ｒ算法的求解过程进行了详尽介绍［４，１３，８，２１］．
利用现成的 ＭＡＴＬＡＢ数学软件求解超越方程（组），上述问题将变得很容易．ＭＡＴＬＡＢ软件具有

极其强大的符号运算功能，能把非线性超越方程（组）以符号表达式的形式参与各种数学运算，用最少
的算法语言语句实现非线性超越方程（组）的求解［２２－２５］．例如，求解第二类精确解析法的式（１３）和式
（１４）时，只需把它们以近乎数学手写表示式的形式赋值给两个符号型变量，然后在ＭＡＴＬＡＢ的工作空
间对已知变量赋值后，用“ｓｕｂｓ（）”命令化简２个超越方程，用一个“ｓｏｌｖｅ（）”命令直接求解非线性的代
数方程方程组．笔者发现，用 ＭＡＴＬＡＢ软件求解符号表达式代表的非线性超越方程组的速度很快，精
度极高．用ＭＡＴＬＡＢ求解超越方程式（１３）得到的无应力长度Ｓｉ０，再把它代回式（１３），发现超越方程左

右两边的平衡误差能小到了１．３×１０－２９　ｍ

５．２　递推迭加运算算法
在其他计算机高级语言中，机器对实数存储的最高精度形式是双精度变量形式，即用８（ｂｙｔｅｓ）×８

（ｂｉｔｓ）＝６４（ｂｉｔｓ）内存空间存储一个实数．而 ＭＡＴＬＡＢ系统中的符号型变量是用１９０（ｂｙｔｅｓ）×８（ｂｉｔｓ）

＝１　５２０（ｂｉｔｓ）内存空间存储一个实数．在数值变量（双精度变量）与符号型变量（在 ＭＡＴＬＡＢ软件系
统中它的运算级别最高）混合运算时，系统自动把数值变量转化成符号型变量再进行运算，以提高数值
计算精度．基于同样的原因，在 ＭＡＴＬＡＢ软件进行符号表达式的各种运算时，浮点数都被以化为最接
近原值的分数形式参与计算［２４］，从而消除了数值累积误差．
以本文算例涉及的中跨３　３００ｍ的悬索桥恒载线形的计算为例，每个迭代循环从主跨左端第１个

悬链线索段开始，直到主跨右端的第１１０个悬链线索段结束，至少要求解１１０个非线性超越方程，１１０
个非线性代数函数表达式，３×１１０次递推迭加计算（分别对应索段高差、有（无）应力索长累加运算）和
大量的参数表达式赋值计算．为了减小计算误差的累积效应，笔者把参与运算的主要变量设为符号型变
量．在笔者勉强能运行 ＭＡＴＬＡＢ　６．０软件的、硬件配置较低的ＰＣ机上，对算例的悬索桥中跨主缆进行
了３个循环的迭代计算，总耗时也只有大约５０ｓ，但获得了极高的数值计算精度．例如，当采用第二类解
析法时，几何条件的收敛误差都小于０．５２×１０－６　ｍ于对称位置的第１和第１０８个吊点的ｙ坐标的计算
值分别为１６．５６７　０３７　０７２　９３３　０１ｍ和１６．５６７　０３６　８４８　８４０　０４ｍ，二者的对称误差仅为２．２４０　９２９　７１７
３４５　３５２×１０－７　ｍ．
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６　算　例

某超大跨度公铁两用单悬吊跨双铰式悬索桥的初步设计资料为：两主塔等高，主缆属于平面缆索体
系，分跨为９６０ｍ ＋３　３００ｍ ＋９６０ｍ．主跨主缆的跨中矢高为３７６－７０＝３０６ｍ．全桥共４根主缆，主缆
截面面积合计为Ａ＝４．０３２　９９４　５２８ｍ２．主缆弹性模量Ｅ＝２．１×１０１１　Ｎ／ｍ２．已知沿中跨主缆无应力长度
的自重集度ｑ０＝３２×９．８ｋＮ／ｍ（两侧之和）．加劲梁恒载是１５×９．８ｋＮ／ｍ（包含吊索重量）．桥面二期
恒载为８．４×９．８ｋＮ／ｍ．竖直吊索纵桥向间距为３０ｍ，端吊索距塔中心的间距为４５ｍ，沿桥纵向共布
置１０８道吊索．
吊索力、索夹自重都以等效集中力Ｐｉ方式作用在相应的吊点位置．Ｐｉ包含一期恒载和二期恒载作

用下的吊索拉力．假定加劲梁按全铰法架设，标准架设节段长度为３０ｍ，两端架设节段长度为５６ｍ．因
为分析所依据只是大桥的初步设计的、比较宏观的资料，故按照文献［１２］介绍的简化方法分别计算一期
恒载和二期恒载作用下的吊索力，相加得到Ｐｉ，共１０８个吊索等效集中力．成桥状态下的主缆力学模型
见图２．
鉴于上述分析，本文对中跨主缆成桥态线形按三种情况进行分析：情况Ａ，采用全精确解析算法；情

况Ｂ，用情况Ａ所求出的Ｓ，Ｓ０和已知的ｑ０推求出ｑ，然后采用准精确解析算法，即第４．２节（２）讨论的
情况；情况Ｃ，对对ｑ０和ｑ不加区分，直接用主缆无应力长自重集度代替有应力长自重集度，然后采用准
精确解析算法，即第４．２节（３）讨论的情况．按三种情况计算的中跨主缆成桥态吊点坐标、主缆的有、无
应力缆长及鞍座反力值列于表１和表２．

表１　中跨主缆成桥态的吊点坐标

Ｔａｂ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ　ｏｆ　ｈａｎｇｉｎｇ　ｐｏｉｎｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍａｉｎ　ｃａｂｌｅｓ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ

Ｌｏｃａｔｉｏｎ
／ｍ

Ｓｉｄｅ
ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ

Ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ　ｎｅａｒ
Ｌ／１６

Ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ　ｎｅａｒ
Ｌ／８

Ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ　ｎｅａｒ
３Ｌ／１６

Ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ　ａｔ
Ｌ／４

Ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ　ｎｅａｒ
５Ｌ／１６

Ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ　ｎｅａｒ
３Ｌ／８

Ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ　ｖｎｅａｒ
７Ｌ／１６

Ｈａｎｇｉｎｇ
ｐｏｉｎｔ　ｎｅａｒ
Ｌ／２

Ｈａｎｇｉｎｇ　ｐｏｉｎｔ　ｎｏ．
／ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　Ｘ

１／４５　 ６／１９５　 １３／４０５　 ２０／６１５　 ２７／８２５　 ３４／１　０３５　４１／１　２４５　４８／１　４５５　 ５４／１　６３５

Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ＹａｎｄΔＹ

Ｃａｓｅ　Ａ　 Ｙ　 １６．５６７　０　６８．３９８　６　１３２．２７１　６　１８６．０７５　８　２２９．８７８　４　２６３．７３４　３　２８７．６８６　０　３０１．７６３　８　３０５．９８５　５
　

Ｃａｓｅ　Ｂ
Ｙ　 １６．５６７　４　６８．３９９　７　１３２．２７３　１　１８６．０７７　３　２２９．８７９　５　２６３．７３５　０　２８７．６８６　３　３０１．７６３　９　３０５．９８５　５

ΔＹ　 ０．０００　４　 ０．００１　１　 ０．００１　５　 ０．００１　５　 ０．００１　１　 ０．０００　７　 ０．０００　３　 ０．０００　１　 ０．０００　０
　

Ｃａｓｅ　Ｃ
Ｙ　 １６．５６７　５　６８．４００　１　１３２．２７３　７　１８６．０７７　９　２２９．８８０　０　２６３．７３５　３　２８７．６８６　５　３０１．７６３　９　３０５．９８５　５

ΔＹ　 ０．０００　５　 ０．００１　５　 ０．００２　１　 ０．００２　１　 ０．００１　６　 ０．００１　０　 ０．０００　５　 ０．０００　１　 ０．０００　０
Ｎｏｔｅ：①Ｔｈｅ　ｏｒｉｇｉｎ　ｏｆ　ｇｌｏｂａｌ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｓｙｓｔｅｍ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ａｘｅｓ　Ｘａｎｄ　Ｙａｒｅ　ｓｈｏｗｎ　ｉｎ　ｆｉｇ．２．②Ｌｄｅ－
ｎｏｔｅｓ　ｌｅｎｇｔｈ　ｏｆ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ，Ｌ＝３　３００ｍ．

表２　成桥态主缆的有、无应力缆长及鞍座反力

Ｔａｂ．２　Ｌｅｎｇｔｈ　ｗｉｔｈ　ａｎｄ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｓｔｒｅｓｓ　ｉｎ　ｍａｉｎ　ｃａｂｌｅｓ　ａｎｄ　ｒｅａｃｔｉｏｎ　ｆｏｒｃｅｓ　ａｔ　ｔｈｅ　ｔｏｗｅｒ　ｓａｄｄｌｅｓ

Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｃａｓｅｓ

Ｓｅｌｆ－ｗｅｉｇｈｔ
ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
／Ｎ·ｍ－１

Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ａｔ　ｍａｉｎ

ｓａｄｄｌｅｓ　Ｈ／Ｎ

Ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　Ｈ
／％

Ｖｅｒｔｉｃａｌ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ａｔ
Ｍａｉｎ　ｓａｄｄｌｅｓ
Ｖ／Ｎ

Ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒ
ｏｆ　Ｖ
／％

Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ
ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ　ｏｆ
ｍａｉｎ　ｃａｂｌｅｓ　ａｔ
ＩＬＰ／ｒａｄ

Ｉｎ　ｍｉｄｄｌｅ　ｓｐａｎ／ｍ

Ｃａｂｌｅ　ｌｅｎｇｔｈ
ｗｉｔｈｏｕｔ　ｓｔｒｅｓｓ

Ｃａｂｌｅ　ｌｅｎｇｔｈ
ｗｉｔｈ　ｓｔｒｅｓｓ

Ｃａｓｅ　Ａ　 ３１３　６００　２　４２６　５９７　７７６　 ０　 ９００　８６４　９１９　 ０　 ０．３５５　４７５　５１０　３　３６４．００５　２８　３　３７４．３５７　７０

Ｃａｓｅ　Ｂ　 ３１２　６３８　２　４２６　５４９　２６９ －０．００２　 ９００　８６５　００４　 ０．０００　０１　０．３５５　４８２　０６３　３　３６３．９７４　１７　３　３７４．３５８　２５

Ｃａｓｅ　Ｃ　 ３１３　６００　２　４３０　８７７　５０３ 　０．１７６　 ９０２　４８８　３０１　 ０．１８０　２０　０．３５５　４８８　００１　３　３６３．９５５　８７　３　３７４．３５８　４７
Ｎｏｔｅ：①Ｔｈｅ　ｗｈｏｌｌｙ　ｐｒｅｃｉｓｅ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｍｅｔｈｏｄ　ｉｓ　ｕｓｅｄ　ｉｎ　Ｃａｓｅ　Ａ，ｂｕｔ　ｔｈｅ　ｑｕａｓｉ－ｐｒｅｃｉｓｅ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｏｎｅ　ｉｓ　ａｄｏｐｔｅｄ　ｉｎ　Ｃａｓｅ　Ｂ
ａｎｄ　Ｃ．②Ｂｏｔｈ　ｓｅｌｆ－ｗｅｉｇｈｔ　ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ　ａｎｄ　ｒｅａｃｔｉｏｎ　ｆｏｒｃｅｓ　ａｔ　ｔｈｅ　ｔｏｗｅｒ　ｓａｄｄｌｅｓ　ａｒｅ　ｓｕｍｍｉｎｇ　ｖａｌｕｅ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｃａｂｌｅｓ　ａｔ　ａ　ｃｒｏｓｓ－
ｓｅｃｔｉｏｎ．

比较表１和表２的计算结果可见，从总体上看，虽情况Ｃ的误差略大于情况Ｂ，但两类算法的计算
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精度都比较高．特别是对于主缆有应力长度和线形坐标而言，最大误差分别不超过２．１ｍｍ，对于３　３００
ｍ跨径的主缆完全可忽略这种误差．在三种计算情况下，主鞍座处主缆的理论交点位置紧邻中跨侧的
主缆水平倾角的计算结果也差别甚微．对于主缆无应力长度而言，情况Ｂ、Ｃ的误差分别达到了－３．１１
ｃｍ和－４．９４ｃｍ，但相对误差仍很微小．就鞍座反力而言，情况Ｂ相对误差仍很微小，情况Ｃ略大，但不
超过２‰．应该指出的是，因为中跨是整个悬索桥的主缆线形控制跨，边跨的线形要通过“成桥状态时
中、边跨主缆的水平分力在主鞍处相等”的条件确定，情况Ｃ的鞍座反力计算误差可能造成边跨的线形
计算误差，因误差累积也会引起空缆线形的计算误差．另外，算例的计算结果也印证了本文第４．２节（２）
和（３）的推论．
由此可见，仅就悬索桥主缆成桥态线形而言，主缆线形确定的两大类数值解析都具有很高的工程

精度．

７　结　语
（１）在主缆理想柔性、忽略泊松比效应的最基本假定下，主缆线形确定的精确数值解析法可分为主

缆自重集度按其有、无应力长度计算作为已知条件的两大类解析算法．在每大类解析算法中，所有的方
法是完全等价的，数值计算精度相同，计算步骤的繁简程度无明显差异．

（２）在上述最基本假定下，第二类解析算法为“全精确解析算法”，第一类为“准精确解析算法”．在第
一类算法中，线形坐标和缆长计算公式都是精确的；而主缆的弹性伸长量公式的计算值偏大，从而引起
索段的无应力长度计算值偏小．第二类解析算法的所有计算公式都是精确的．

（３）仅就悬索桥主缆成桥态线形确定而言，主缆线形确定的两大类数值解析算法都具有很高的工程
精度．但从理论分析和实用角度看，主缆线形解析计算时采用第二类算法更为精确、更接近实际情况，实
际计算时应优先使用第二类算法．

（４）主缆线形确定两种算法中涉及大量的非线性超越方程（组）求解和递推迭加运算．基于 ＭＡＴ－
ＬＡＢ软件的电算实现算法，所需的算法语句最少，算法执行速度很快，数值计算精度极高高．显然，该电
算实现算法经改造后也适合于常规跨度的平面和空间缆索、吊索倾斜的悬索桥．
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