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用
B+,:030.)45

及
C+<83D),

联合法

研究双模量板的弯曲
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要!双模量矩形板在外载荷作用下#会形成各向同性的拉伸区和压缩区#因此可把双模量矩形板看成两种

各向同性材料组成的层合板#采用弹性力学理论建立了双模量矩形板在外载荷作用下的静力平衡方程#利用

静力平衡方程确定了双模量矩形板的中性面位置
/

在此基础上#采用
B+,:030.)45

及
C+<83D),

联合法研究了

双模量矩形板的弯曲问题
/

把该方法计算结果与有限元计算结果进行了比较分析#验证了此方法计算精度比

较高
/

算例分析表明#当双模量矩形板材料的拉压弹性模量相差较大时#其弯曲计算不宜采用相同弹性模量经

典薄板理论#而应该采用双模量弹性理论
/

关键词!

B+,:030.)45

$

C+<83D),

$双模量$板$弯曲
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航天航空及机械工程中的石墨&增强复合材料&金属合金&陶瓷&玻璃&铸铁等许多材料都具有拉压

弹性模量不同的双模量性质
/

尤其是近几年发展起来的复合材料更具有明显的拉压弹性模量不同的特

性#如美国研制的具有世界一流水平的'超黑粉(纳米吸波材料中的黑粉#就是把石墨作为吸收剂制成石

墨)环氧树脂复合材料#其中石墨材料的拉压弹性模量之比高达四倍#用不同弹性模量本构关系对这些

材料制成的结构进行计算分析已备受关注
/

对于拉压不同弹性模量材料#弹性系数不仅依赖于结构材

料#还根据结构各点位移或应力状态的不同而不同#亦即与结构材料&形状&边界条件及外载荷有关
/

在

梁&弹性平面等问题的结构中#已开始考虑材料的不同弹性模量特性*

$J$$

+

/

有关文献采用
B+,:030.)45

法

研究了矩形板弯曲问题
/B+,:030.)45

法是里兹法的改进#它的特点是在一个方向用里兹法求近似解#另

一个方向仍根据微分方程求精确解#此方法虽然计算精度高#但计算过程繁琐复杂
/

本文在矩形板一个

方向假设一已知梁函数#采用
B+,:030.)45

法得到四阶常微分方程#在矩形板另一个方向假设一未知梁

函数#把未知梁函数代入四阶常微分方程中后利用
C+<83D),

法求出未知梁函数#这样即可方便地计算

双模量矩形板的弯曲挠度
/

算例分析表明#采用
B+,:030.)45

和
C+<83D),

联合法研究双模量矩形板弯曲

挠度#不但计算简便而且计算精度也较高
/

$

!

双模量矩形板的内力方程

对于双模量矩形板的纯弯曲#其中性面不再位于板厚的正中央#而是形成了各向同性的拉伸区和压

缩区
/

假设双模量矩形板变形前垂直于中面的直线#变形后仍为垂直于中曲面的直线段#且长度不变#即

直法线假定
/

由弹性力学理论可知双模量矩形板纯弯曲时的应力表达式为
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取值为
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分别为拉伸弹性模量及泊松比#
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分别为压缩弹性模量及泊松

比
/
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为作用在垂直于
!

轴的面上的正应力#

!

)

为作用在垂直于
)

轴的面上的正应力#

#
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)

为作用在垂

直于
!

轴的面上沿
)

轴方向的的剪应力
/

双模量矩形板弯曲时#由弹性理论知其横截面内力应满足以下关系
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利用式!
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"由弹性理论可以得到双模量板横截面弯矩及扭矩表达式为
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双模量薄板的弯曲挠度

对于图
$

所示双模量矩形板#由弹性理论可知其由弯矩引起的形变势能为
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双模量矩形板
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双模量矩形板在均布荷载作用下的势能为
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设双模量矩形板的挠度函数表达式为
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"可知双模量矩形板的总势能表达式为
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"进行一阶变分可以得到

$

-

"

$

"

'

/

#

#

4

#

2

$

2

(

#

4

#

25

$

25

(

#

4

#

26

$

! "

26

?!

!

$#

"
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对于在均布荷载作用下的三边简支且一边固定的双模量矩形板#可设
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从以上两个算例可以看出#采用
B+,:030.)45

和
C+<83D),

联合法研究各向同性材料矩形板的弯曲

挠度#不但计算过程简便#而且计算精度很高#验证了本文方法是可靠的
/

G

!

算例分析

为了具体分析拉压弹性模量对双模量矩形板弯曲变形的影响#以表
$

所示材料组成的四边简支和三

边简支矩形板在均布载荷作用下为例进行计算
/

其中材料
$

为玻璃丝织物#材料
"

为假想的单模量材料
/
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表
!

!

材料参数

7+L/$

!

7588<+P:)4):

SQ

+3+O8:83P

T+:83)+<

78,P)<88<+P:)4

O0?;<;P

)

$

$

,!

CU+

"

V$

W0O

Q

38PP).88<+P:)4

O0?;<;P

)

$

"

,!

CU+

"

V$

78,P)<8

Q

0)PP0,

3+:)0

)

"

$

W0O

Q

38PP).8

Q

0)PP0,3+:)0

)

"

"

T+:83)+<$ G#'G% $I'$H #'GE #'$K

T+:83)+<" G#'G% G#'G% #'GE #'GE

图
"

!

节点平面外位移!材料
$

"

M)

A

/"

!

758,0?8P?)P

Q

<+48O8,:

0;:01

Q

<+,8

!

O+:83)+<$

"

为了验证本文计算方法正确性#分别用
29=X=

和本文方

法计算了由材料
$

或材料
"

组成的四边简支和三边简支一边固

定矩形板在均布载荷作用下的中点挠度!

'

#

"

/

板边长
/

"

"

### OO

#

*

"

$##OO/

由材料
$

组成的板有限元计算时采用
%

节点
=FYZ[$%E

单元
/

由式!

!

"计算出受拉区高度
*

$

"

I#OO

#

上层
I#OO

材料参数为
>\$I'$HCU+

#

O\#'$K

#下层
!#OO

图
G

!

节点平面外位移!材料
"

"

M)

A

/G

!

758,0?8P?)P

Q

<+48O8,:

0;:01

Q

<+,8

!

O+:83)+<"

"

材料参数为
>\G#'G%

#

O\#'GE

#厚度方向单元尺寸为
"#

OO

#边长方向单元尺寸为
!#OO/

由材料
"

组成的板有限元

计算时采用采用
%

节点
=FYZ[$%E

单元
/

材料参数为
>\

G#'G%

#

O\#'GE

#厚度方向单元尺寸为
"#OO

#边长方向单元

尺寸为
!#OO/

1

/

!

)

*

!

"

E#CU+

时材料
$

组成四边简支方

板!

%"

$

"和
1

/

!

)

*

!

"

$##CU+

时材料
"

组成四边简支方板

!

%"

$

"节点平面外位移如图
"

和
G

所示
/

计算结果及结果比较如表
"

/表
E

所示
/

结果比较数值为本

文结果与
29=X=

计算结果差值除以
29=X=

计算结果
/

表
"

!

本文结果与
29=X=

结果比较"四边简支#"

%"

$

#

7+L/"

!

75838P;<:P40O

Q

+3)P0,01

]

+

!

)

5

!

L8:̂88,:5)P

Q

+

Q
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T+:83)+<

1

/

!

)

*

!

!

_$#

$#

"

E $# $E "# "E G#
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^

#

)
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75)P
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+

Q
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29=X= H'$ $!'G "$'" "K'# GE'E !G'E

[)11838,48

Q

8348,:+

A

8

)

R $'!$ $'GK $'!" $'#% $'!$ $'!E

表
#

!

本文结果与
29=X=

结果比较"四边简支#"

%"

$'"

#

7+L/G

!
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Q
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5
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Q
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表
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!

本文结果与
29=X=

结果比较"三边简支一边固定#"
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$

#
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表
%

!

本文结果与
29=X=

结果比较"三边简支一边固定#"

%"

$'"

#

7+L/E

!

8̀P;<:P40O

Q

+3)P0,01

]

+

!

)

5

!

L8:̂88,:5)P

Q

+

Q

83+,?29=X=

T+:83)+<

1

/

!

)

*

!

!

_$#

$#

"

E $# $E "# "E G#

T+:83)+<$

^

#

)

OO

75)P

Q

+

Q

83 E'H $$'E $H'G "G'E "%'% G!'K

29=X= E'I $$'G $H'$ "G'" "%'G G!'G

[)11838,48

Q

8348,:+

A

8

)

R $'H% $'H% $'HE $'H" $'HG $'HE

T+:83)+<"

^

#

)

OO

75)P

Q

+

Q

83 G'K H'% $$'K $E'% $K'H "G'K

29=X= G'% H'I $$'H $E'E $K'E "G'E

[)11838,48

Q

8348,:+

A

8

)

R "'I$ "'IG $'H$ $'H$ $'E $'"%

B+,:030.)45

法是里兹法的改进#它的特点是在一个方向用里兹法求近似解#另一个方向仍根据微

分方程求精确解#此方法虽然计算精度高#但计算过程繁琐复杂
/

本文在矩形板一个方向假设一已知梁

函数#采用
B+,:030.)45

法得到四阶常微分方程#在矩形板另一个方向假设一未知梁函数#把未知梁函

数代入四阶常微分方程中后利用
C+<83D),

法求出未知梁函数#这样即可方便地计算双模量矩形板的弯

曲挠度
/

算例分析表明#采用
B+,:030.)45

和
C+<83D),

联合法研究双模量矩形板弯曲挠度#不但计算简

便而且计算精度也较高
/

由以上各表可以看出#采用有限元方法和本文方法计算的结果非常相近#二者相差都非常小#这验

证了本文方法的可靠性
/

但是#随着长宽比
%

的增大双模量矩形板的中点挠度将变小#这主要是随着长宽比
%

的增大将使双

模量矩形板的刚度在增加
/

随着作用在双模量矩形板上载荷的增大采用有限元方法和本文方法计算的结果误差也增大#这主

要是由于作用在双模量矩形板上载荷小将使双模量矩形板的中点挠度更小&作用在双模量矩形板上载

荷大将使双模量矩形板的中点挠度更大#这样才导致随着作用在双模量矩形板上载荷的增大采用有限

元方法和本文方法计算的结果误差增大
/

本文方法计算结果比有限元方法偏大#这主要是本文假设双模量矩形板弯曲变形的挠度并不是双

模量矩形板弯曲变形的真实挠度#另外采用有限元方法计算双模量矩形板弯曲变形挠度时考虑了剪切

变形的影响#而本文方法计算双模量矩形板弯曲变形挠度时没有考虑了剪切变形的影响#所以本文方法

计算结果比有限元方法偏大
/

对以上计算结果进行分析还可以知道#对于拉压弹性模量不同材料的矩形板弯曲变形#不考虑拉压

弹性模量相异时其计算结果与实际情况相差较大#超过了工程上所允许的计算误差
/

所以#对于拉压弹

性模量相差较大的矩形板弯曲变形#其中点挠度的计算不宜采用相同弹性模量经典薄板理论#而应该采

用双模量薄板弹性理论
/

!

!

结
!

论

$

"随着长宽比
%

的增大双模量矩形板的中点挠度将变小
/

"

"对于拉压弹性模量相差较大的矩形板弯曲变形#其中点挠度的计算不宜采用相同弹性模量经典

薄板理论#而应该采用双模量薄板弹性理论
/

G

"

B+,:030.)45

法是里兹法的改进#它的特点是在一个方向用里兹法求近似解#另一个方向仍根据微

分方程求精确解#此方法虽然计算精度高#但计算过程繁琐复杂
/

本文在矩形板一个方向假设一已知梁函

数#采用
B+,:030.)45

法得到四阶常微分方程#在矩形板另一个方向假设一未知梁函数#把未知梁函数代入

四阶常微分方程中后利用
C+<83D),

法求出未知梁函数#这样即可方便地计算双模量矩形板的弯曲挠度
/

!

"用
B+,:030.)45

和
C+<83D),

联合法研究双模量矩形板弯曲挠度#不但计算简便而且计算精度也较高
/
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