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摘　要：应用刚度等效原理导出肋型板的等代无肋板厚度计算显式，方法既适用于不同纵、横梁布置的板，也
适用于板边各种支承情况，包括边界点支承的板．针对工程中肋型板不同的边界约束状况，给出挠曲试函数各
种形式．计算过程涉及的数值积分简便易行，便于工程技术人员运用，与有限单元法相比，无需计算机程序．多
个典型算例的结果表明，代换前后板上的挠度分布特征及扭转角分布特征与有限元法计算结果在３％～６％
误差范围一致．
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肋型板包括各种边界支承条件下的楼（屋）面梁板结构、井字楼盖．肋型板竖向刚度是设计中关注的
问题之一．由于竖向荷载作用下梁肋和板协同工作，板的刚度、梁肋刚度及板边支承条件的差异均会对
这一结构体系的组合刚度产生影响，从而对肋板作用效应产生影响．对于肋型板的作用效应，常规的计
算用有限单元法完成［１－４］，相对于无肋板而言，可供参考的计算结果并无现成的显式表述．我们从变形能
等效原理出发，导出将各种肋形板等效为无肋板的等效刚度计算显式．

１　等变形能刚度代换

理论推理过程的基本假设是：具有相同平面尺寸ａ×ｂ的肋型板（图１ａ）与无肋板（图１ｂ）在相同荷
载ｑ作用下具有相同的弹性变型能，根据虚功原理，ａ状态外力所做的功恒等于肋板变形后板内积畜的
变形能Ｕａ ：

图１　等刚度肋型板及无肋型板的变形记
Ｆｉｇ．１　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｍａｒｋｅｒｓ　ｏｆ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ　ｔｏ　ｒｉｂ　ｓｌａｂ　ａｎｄ　ｕｎｒｉｂｂｅｄ　ｓｌａｂ

　

（Ａ）ｑＷａ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝Ｕａ （ａ）

同理，ｂ状态外力ｑ所做的功恒等于肋板变形后板内积畜的变形能Ｕｂ
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（Ａ）ｑＷｂ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝Ｕｂ （ｂ）

根据基本假设：Ｕａ ＝Ｕｂ ，由（ａ）、（ｂ）式有

（Ａ）ｑ（ｘ，ｙ）Ｗａ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝（Ａ）ｑ（ｘ，ｙ）Ｗｂ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ （ｃ）

因此可设ａ、ｂ两状态的板有相同的挠曲试函数ｗａ（ｘ，ｙ）＝ｗｂ（ｘ，ｙ）＝ｗ（ｘ，ｙ），即肋板与无肋板
刚度相同．基于这一等刚度原则，ａ状态的变形能由板和ｘ向梁肋ＢＬｘｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）及ｙ向梁肋
ＢＬｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）共同贡献：
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其中：第一项面积分为周边简支或周边固支板的弹性变形能，第二、三项线积分分别为ｘ向梁肋及

ｙ向梁肋的弯曲变形能，最后两项积分分别为ｘ向梁肋及ｙ向梁肋的扭转变形能．由于梁肋与板变形的
协调性，梁肋的挠曲函数均由板的挠曲试函数ｗ（ｘ，ｙ）唯一确定：

ｘ向梁肋挠曲函数为：ｗ（ｘ，ｙｊ）（ｊ＝１，２，…，ｎ），因此其曲率κｘｊ ＝
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，其单位杆长的扭转

角θｘｊ ＝
２　ｗ
ｘ（ ）ｙ ｙ＝ｙｊ

，同理，ｙ向梁肋扭转角θｙｉ ＝
２　ｗ
ｘ（ ）ｙ ｘ＝ｘｉ

．（１）式中Ｄａ＝ Ｅａｔ３ａ
１２（１－μ

２）为板的抗弯刚

度，ＥＩｘｊ ＝
Ｅａｂｘｊｈ３ｘｊ
１２

，ＥＩｙｉ ＝
Ｅａｂｙｉｈ３ｙｉ
１２
分别为ｘ向第ｊ根梁肋抗弯刚度及ｙ 向第ｉ根梁肋抗弯刚度，

ＧＩＰｘｊ，ＧＩＰｙｉ 分别为ｘ向第ｊ根梁肋抗扭刚度及ｙ向第ｉ根梁肋抗扭刚度．
对于无梁肋的ｂ状态，其弹性变形能
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２）为无肋板的抗弯刚度．

根据基本假设，令（１）（２）式相等，可解得与肋型板（图１ａ）等横向刚度的等厚度无肋板的厚度：
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其中ＵＭ 和ＵＴ 分别为梁肋的弯曲变形能及扭转变形能：
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（３）式为本文导出的与肋型板（图１ａ）具有相等横向刚度的等厚度板（图１ｂ）的厚度ｔｂ．ｔｂ在设定板的
挠曲试函数ｗ（ｘ，ｙ）后即可求得，所涉及的积分一般均为简单初等函数的
定积分，运算过程并不冗繁．当板周边非完全简支或完全固支时，第一项积分的被积函数 （２　ｗ）２

应改为［５］：（２　ｗ）２－２（１－μ）
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２　算　例

算例一：周边简支的井字楼盖（图２）
以图２的井字楼盖为例，板平面尺寸ａ×ｂ＝１２ｍ×１６ｍ，ｘ向及ｙ向等分数ｍ＝ｎ＝４，梁肋截面

尺寸ｂｘｊ ＝ｂｙｉ ＝０．２ｍ，ｈｘｊ ＝ｈｙｉ ＝０．４ｍ，肋板厚ｔａ ＝０．１ｍ，μ＝０．１５，取挠曲试函数ｗ（ｘ，ｙ）＝
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将具体数值（５）式计算得等刚度代换后的无肋板厚ｔｂ ＝０．１５６ｍ．
图２给出该算例的有限元计算结果，其中无括号数度为肋形板变形数据，括号内数度为等刚度无肋

板（周边支承梁肋仍保留）变形数据．
计算结果表明，将肋形板按等刚度转换的无肋板，其挠度ｗ 及转角θｘ，θｙ 均较原肋板有所降低，码

差在３％～８％范围．

图２　周边简支井字楼盖几何参数（单位：ｍｍ）
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注：图中结果数据×１０－３挠度：ｍ，转角：弧度

图３　左图边界简支肋板及等刚度
无肋板变形有限元计算结果
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算例二：周边固支的井字楼盖（图２）
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等刚度代换后的无肋板厚ｔｂ ＝０．１２ｍ．
算例三：周边简支的肋型楼盖（图４）
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图４　肋型板几何参数（单位：ｍｍ）
Ｆｉｇ．４　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｇｉｒｄ－ｂｅａｍ－ｓｌａｂ（ｕｎｉｔ：ｍｍ）
　

在图４中，肋板平面尺寸ａ×ｂ＝１２ｍ×１６ｍ，ｙ向
等分数ｎ＝２，ｘ向梁等分数ｍ＝４，ｙ向梁肋截面尺寸ｂｙｉ
＝０．２ｍ，ｈｙｉ ＝０．４ｍ，ｘ向梁肋截面尺寸ｂｘｊ ＝０．３ｍ，

ｈｘｊ ＝０．８ｍ，肋板厚ｔａ ＝０．１ｍ，μ＝０．１５，由（５ａ）（５ｂ）
式计算得等刚度代换后的无肋板厚ｔｂ ＝０．２４ｍ
算例四：周边固支的肋型楼盖（图４）若上例中的肋型

板周边固支，将相应数据代入（６ａ）（６ｂ）式后，由（５）式计
算得等刚度代换后的无肋板厚ｔｂ ＝０．１５ｍ

３　误差分析

大量计算结果表明，按本文方法计算的等刚度无肋
板厚度偏差３％～６％．是典型的．初步分析认为，引起这
一误差的原因之一是（３）式分子中只考虑了肋板的弯曲
变形能和扭转变形能，其剪切变形能未计入，原因之二是
实际 肋 板 的 变 形 形 态 要 比 所 设 试 函 数 ｗ（ｘ，ｙ）＝
ｆ１（ｘ）ｆ２（ｙ）更为复杂，因此按（３ａ）（３ｂ）式计算的弯扭变形
能存在偏差．以上二因素引起（３）计算得的等代无肋板厚ｔｂ存在偏差．但这一误差尚在工程可接受范围．

４　板的挠曲试函数ｗ（ｘ，ｙ）

应用（３）式分析计算无肋板厚度ｔｂ的关键是正确设定板的挠曲试函数ｗ（ｘ，ｙ），ｗ（ｘ，ｙ）可用分离
变量的初等连续函数ｆ１（ｘ），ｆ２（ｙ）拼凑得到［１］：

ｗ（ｘ，ｙ）＝Ａｆ１（ｘ）ｆ２（ｙ） （７）

ｆ１（ｘ），ｆ２（ｙ）可采用表１给定的试函数形式，以满足不同板边约束条件．

表１　挠曲试函数

Ｔａｂ．１　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｔｒｉａｌ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

序号 振型曲线 振型函数ｆ１（ｘ）或ｆ２（ｙ））

１
（１）Ｙ（ｘ）＝Ａｓｉｎπｘｌ

（０≤ｘ≤ｌ）

（２）Ｙ（ｘ）＝Ａ（ｘ４－２ｌｘ３＋ｌ３　ｘ）（０≤ｘ≤ｌ）
（３）Ｙ（ｘ）＝Ａ（３ｌ２　ｘ－４ｘ３）（０≤ｘ≤ｌ／２）

２

（１）Ｙ（ｘ）＝Ａ（１－ｃｏｓπｘ２ｌ
）（０≤ｘ≤ｌ）

（２）Ｙ（ｘ）＝Ａｘ２（３ｌ－ｘ）（０≤ｘ≤ｌ）

（３）Ｙ（ｘ）＝Ａ（ｘｌ
）
２
（０≤ｘ≤ｌ）

３ Ｙ（ｘ）＝Ａｘ２　１－ｘ（ ）ｌ （０≤ｘ≤ｌ）

４ Ｙ（ｘ）＝Ａｘ　１－２ｘｌ ＋
（ｘ
ｌ
）（ ）
２
（０≤ｘ≤ｌ）

５

（１）Ｙ（ｘ）＝Ａｘ２ （ｌ－ｘ）２（０≤ｘ≤ｌ）

（２）Ｙ（ｘ）＝Ａ（１－ｃｏｓ２πｘｌ
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序号 振型曲线 振型函数ｆ１（ｘ）或ｆ２（ｙ））

６ Ｙ（ｘ）＝Ａ　１－３（ｘｌ
）
２

＋２（ｘｌ
）（ ）
３
（０≤ｘ≤ｌ）

７ Ｙ（ｘ）＝Ａ　３（ｘｌ
）
２

－２（ｘｌ
）（ ）
３
（０≤ｘ≤ｌ）

５　结　论
（１）应用能量原理导出肋型板与无肋板间等刚度转换的板厚度计算显式．计算过程涉及的定积分运

算简便，方法适用于工程技术人员应用．一但与肋型板刚度等效的等厚无肋板厚度ｔｂ 求得后，则可应用
弹性理论经典方法［５］或既有的相关表格［６－９］查出肋型板的设计控制挠度．计算结果表明，按本文方法计
算的无肋板厚度建模，有限元计算挠度分布、扭转角分布结果与等刚度肋形板在３％—６％的误差范围
一致．

（２）所得算式既适用于单向布肋的板，也适用于双向布肋的板，只需在计算式中改变纵、横向梁肋划
分数ｍ，ｎ．

（３）给出适于不同边界条件的挠曲试函数．
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