
第４３卷　第１期
２０１１年２月

西 安 建 筑 科 技 大 学 学 报（自然科学版）
Ｊ．Ｘｉ′ａｎ　Ｕｎｉｖ．ｏｆ　Ａｒｃｈ．＆Ｔｅｃｈ．（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｅｄｉｔｉｏｎ）

Ｖｏｌ．４３　Ｎｏ．１
Ｆｅｂ．２０１１

高墩大跨弯连续刚构桥空间稳定性的解析解

李文华１，２，贺拴海１，鲁　洁３

（１．长安大学，陕西 西安７１００６４；２．中交第一公路勘察设计研究院有限公司，陕西 西安７１００６５；

３．西安建筑科技大学土木工程学院，陕西 西安７１００５５）

摘　要：根据高墩弯连续刚构桥从裸墩、悬臂浇筑施工到成桥各阶段的受力特点，将成桥后主梁对主墩的约束

作用简化为等效约束刚度的弹簧，利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，推导高墩自体、悬浇施工以及成桥阶段的动力稳定方

程，进一步退化为静力稳定问题，得到了静力稳定系数表达式，并分析了诸因素对高墩弯连续刚构桥稳定性的

影响．从而寻求高墩大跨弯连续刚构桥梁空间稳定性的实用简便算法．通过实例分析，验证其计算结果的可靠

性．
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高墩大跨弯连续刚构桥应用日益广泛，从已建的桥梁来看，桥墩大多采用薄壁空心截面形式，这就
使得桥墩的刚度大大削弱，柔度增大，桥梁的整体稳定性减弱．而在高桥墩上进行悬臂施工，也会由于诸
多因素而降低桥墩及整个桥梁结构的稳定性［１］．这些因素使得对桥墩自身及整个桥梁结构的稳定性分
析显得尤为必要．以往的分析方法通常采用有限元法，也有一些简化计算方法［２－３］，但不甚全面，没有给
出具体的解析解．本文研究用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立各阶段结构的线弹性动力稳定方程，并将其退化为静
力稳定问题求解．推导出高墩自体、最大悬臂施工阶段和使用阶段的空间稳定性的稳定系数的解析解．

１　高墩自体空间稳定性分析

高墩在施工过程中和竣工后，其架设状态的空间受力体系如图１所示．高墩失稳承受的荷载有自重

ｑ，风载ｑｆｘ，ｑｆｙ．
设桥墩截面ｘ、ｙ方向和扭转角的振动位移函数分别为ｕ（ｚ，ｔ）＝α（ｔ）ｕ（ｚ），ｖ（ｚ，ｔ）＝β（ｔ）ｖ（ｚ），和

θ（ｚ，ｔ）＝γ（ｔ）θ（ｚ）．则截面上任意一点Ｂ（ｚ，ｓ）的ｘ、ｙ方向位移分别为ｕＢ ＝ｕ－（ｙ－ｙ０）θ，ｖＢ ＝ｖ＋（ｘ
－ｘ０）θ，如图２所示．

图１　 墩自体空间失稳图
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图２　 墩截面扭转变形
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桥墩的动能和位能分别为
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０
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·２）ｄｚ （１）
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［ＥＩｙ（ｕ″）２＋ＥＩｘ（ｖ″）２］ｄｚ＋１２∫

ｈ

０
［ＧＩｄ（θ′）２＋β

２　ＥＩω（θ″）２］ｄｚ （２）

式中：β＝Ｉρ／（Ｉρ－Ｉｄ）

桥墩自重和风载在桥墩变形所做功分别为

Ｗ１ ＝ １２∫
ｈ

０
ｑ（ｈ－ｚ）［（ｕ′）２＋（ｖ′）２）ｄｚ （３ａ）
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ｈ
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由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立桥墩的动力方程［４］，
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式中：（ξ１，２，３ ＞１，２，３ ＝α（ｔ），β（ｔ），γ（ｔ）

利用截面对称性，分项求解组集可得高墩的动力方程
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设ξｉ（ｔ）＝ξｉｓｉｎ（ｗｔ＋），代入式（５）可得
［Ｍ］ｗ２－［Ｋ］＝０ （６）

上式即高墩在风载等动力荷载作用下的动力稳定方程．对于高墩静力稳定ｗ２ →０，则由式（６）得

｜［Ｋ］｜＝０ （７）

从式（７）中的刚度矩阵［Ｋ］的构成项可以看出，风荷载导致的几何刚度项ＫＧ４，ＫＧ５ 是弯扭耦合项，

如果单考虑桥墩线弹性弯曲稳定时，风荷载对其稳定性是没有影响的．对于预应力混凝土连续刚构桥，

桥墩是混凝土闭口截面结构，其抗扭刚度大，一般不会首先发生弯扭失稳或扭转失稳［５］，因而可以忽略

扭转项，则由式（７）得

ＫＥ１＋ＫＧ１
ＫＥ２＋ＫＧ２

＝０ （９）

设桥墩ｘ、ｙ方向弯曲失稳的位移函数［４］为：

ｕ，ｖ＝ （１－ｃｏｓπｚ２ｈ
） （１０）

将式（１０）代入刚度系数ＫＥ１、ＫＧ１、ＫＥ２、ＫＧ２，并求解方程（９）可得临界荷载ｑｃｒ 为
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ｑｃｒ ＝ π４　ＥＩｍｉｎ
（２π２－８）ｈ３

（１１）

结构稳定系数λｍｉｎ为

λｍｉｎ＝

π４　ＥＩｍｉｎ
（２π２－８）ｈ｛ ｝３

ｑ
（１２）

图３　 最大悬浇空间失稳
Ｆｉｇ．３　Ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ
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式中：Ｉｍｉｎ＝ｍｉｎ（Ｉｘ，Ｉｙ）．

２　 悬臂施工阶段空间稳定性分析

高墩弯连续刚构桥在最大悬臂施工时，结构的稳定性为最不利．该状态
下结构空间受力体系如图３．此时结构承受的荷载有恒载ｑ、Ｑｚ２，风载ｑｆｘ１、

ｑｆｙ１ 和ｑｆｒ２，节段不平衡重和挂篮作用Ｆ、Ｍ．结构失稳包括挂篮正常工作和
非正常工作（跌落）．

设桥墩在ｘ１、ｙ１方向和扭转角振动位移函数为ｕ１（ｚ１，ｔ）＝ａ１（ｔ）ｕ１（ｚ１）、

ｖ１（ｚ１，ｔ）＝β１（ｔ）ｖ１（ｚ１）和θ１（ｚ１，ｔ）＝γ１（ｔ）θ１（ｚ１）．则截面上任意一点Ｂ（ｚ１，

ｓ）的在ｘ１、ｙ１方向位移分别为ｕＢ１＝ｕ１－（ｙ１－ｙ０）θ１、υＢ１＝ｖ１＋（ｘ１－ｘ０）θ１．
设主梁在ｒ２、ｚ２ 方向振动位移函数分别为ｕ２（ｓ２，ｔ）、ｖ２（ｓ２，ｔ）．主梁和桥

墩在墩顶节点的位移协调条件可推导得主梁振动位移函数分别为ｕ２（ｓ２，ｔ）

＝Δｙ１＋θｚ１ｓ２＋ａ２（ｔ）ｕ２（ｓ２）、ｖ２（ｓ２，ｔ）＝Δｚ１－αｙ１ｓ２＋β２（ｔ）ｖ２（ｓ２）．

式中：Δｙ１ ＝ｖ１（ｈ，ｔ）、αｙ１ ＝ｕ′１（ｈ，ｔ）、θｚ１ ＝θ１（ｈ，ｔ）、Δｚ１ ＝－
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外力在桥墩变形所做的功为
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外力在主梁变形所做的功为
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Ｗ８ ＝Ｆ［αｙ１·ｓｘ１－ｖ２β２］＋Ｍ［αｙ１－ｖ′２β２］ （１６ｃ）

由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，利用桥墩截面对称性和忽略大位移非线性振动项，求解组集得整个结构的动力
方程
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－ｓ
ＥＢＩｒ２Ｂ（ｖ″２）２ｄｓ２，　ＫＧ１１ ＝－∫

ｈ

０
［ｑ（ｈ－ｚ１）＋∫

ｓ

－ｓ
Ｑｚ２ｄｓ２＋Ｆ］（ｕ′１）

２ｄｚ１，

ＫＧ２２ ＝－∫
ｈ

０
［ｑ（ｈ－ｚ１）＋∫

ｓ

－ｓ
Ｑｚ２ｄｓ２＋Ｆ］（ｖ′１）

２ｄｚ１，

ＫＧ３３ ＝－∫
ｈ

０
ρＤ（ｈ－ｚ１）ＩρＤ（θ′１）

２ｄｚ１－∫
ｈ

０
［∫
ｓ

－ｓ
Ｑｚ２ｄｓ２＋Ｆ］ＩρＤ（θ′１）

２ｄｚ１，

Ｋ１３，Ｋ３１ ＝∫
ｈ

０

１
２ｑｆｙ１

（ｈ－ｚ１）２　ｕ′１θ′１ｄｚ１＋∫
ｈ

０
［∫
ｓ

－ｓ
ｑｆｒ２ｄｓ２（ｈ－ｚ１）＋Ｆｓｙ１＋Ｍｘ１］ｕ′１θ′１ｄｚ１，

Ｋ２３，Ｋ３２ ＝－∫
ｈ

０

１
２ｑｆｘ１

（ｈ－ｚ１）２ｖ′１θ′１ｄｚ１＋∫
ｈ

０
［Ｆｓｘ１＋Ｍｙ１］ｖ′１θ′１ｄｚ１，

Ｑ１（ｔ）＝∫
ｈ

０
ｑｆｘ１ｕ１ｄｚ１＋Ｆｓｘ１ｕ′１（ｈ）＋Ｍｕ′１（ｈ），　Ｑ２（ｔ）＝∫

ｈ

０
ｑｆｙ１ｖ１ｄｚ１＋∫

ｓ

－ｓ
Ｑｚ２ｄｓ２×ｖ１（ｈ），

Ｑ３（ｔ）＝∫
ｓ

－ｓ
ｑｆｒ２ｕ２ｄｓ２，　Ｑ４（ｔ）＝∫

ｓ

－ｓ
Ｑｚ２ｖ２ｄｓ２－Ｆｖ２（ｓ）－Ｍｖ′２（ｓ）．

设ξｉ（ｔ）＝ξｉｓｉｎ（ｗｔ＋），代入式（１７）可得

｜［Ｍ］ｗ２＋［Ｋ］｜＝０ （１８）

上式为最大悬臂结构在风载等动力荷载作用下动力稳定方程．对结构静力失稳ｗ２ →０，则由式
（１８）得
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｜［Ｋ］｜＝０ （１９）

由于Ｋ４４，Ｋ５５ 不为零，则从式（１９）分析可知，对于静力稳定性，悬臂浇筑阶段主梁仅起到传递荷载
的作用，其变形对墩线弹性稳定无影响．并忽略墩的扭转自由度，则由式（１９）得

Ｋ１１
Ｋ２２

＝０ （２０）

从Ｋ１１，Ｋ２２ 的构成项可以看出，桥墩风载和桥面风载对桥墩线弹性弯曲稳定无影响的，悬浇段不平
衡重和挂篮跌落产生的弯矩也是无影响的．

设桥墩ｘ、ｙ方向弯曲失稳的位移函数为

ｕ１，ｖ１ ＝ （１－ｃｏｓπｚ１２ｈ
） （２１）

将式（２１）代入Ｋ１１、Ｋ２２，并求解方程（２０）可得稳定临界荷载方程

π４　ＥＤＩｍｉｎ
４ｈ３ －λ π

２（∫
ｓ

－ｓ
Ｑｚ２ｄｓ２＋Ｆ）

ｈ －
（π２－４）ｑ熿

燀

燄

燅２
＝０ （２２）

通过式（２２）可求得结构稳定系数λｍｉｎ．
当考虑挂篮荷载Ｆ变化时

λｍｉｎ＝

π２　ＥＤＩｍｉｎ
４ｈ｛ ｝２

∫
ｓ

－ｓ
Ｑｚ２ｄｓ２＋Ｆ＋

（π２－４）ｑｈ
２π｛ ｝２

（２３）

当不考虑挂篮荷载Ｆ变化时

λｍｉｎ＝

π２　ＥＤＩｍｉｎ
４ｈ２ －｛ ｝Ｆ

∫
ｓ

－ｓ
Ｑｚ２ｄｓ２＋

（π２－４）ｑｈ
２π｛ ｝２

（２４）

式（２２）～ （２４）中：Ｉｍｉｎ＝ｍｉｎ（ＩｘＤ，ＩｙＤ）．

３　 全桥侧倾稳定性分析

３．１　 稳定分析的力学模型
当多跨弯连续刚构成桥后，一般情况下结构首先发生侧倾失稳，图４中仅示出三跨弯连续刚构（多

跨结构可以类推），在结构侧倾失稳时，上部结构所承受的荷载分配到各墩的荷载基本相同，因而是最高

的墩首先失稳，墩高较小的墩对其提供了约束作用．为了方便计算，可以把各墩高度简化成与最大墩高

一致，这样对结构稳定性是偏安全考虑的．
当各墩高简化一致后，结构的侧倾失稳是两个墩（或多个墩）同时失稳，各墩相互没有约束作用，边

支座约束的主梁对墩侧倾失稳的约束作用可以被模拟为墩顶的横向约束弹簧，主梁质量等效为墩顶的

一质点，这样从上节分析可知主梁在结构失稳时仅是传递荷载作用．进而可以将全桥侧倾稳定性的计算

分析模型简化为如图５所示．图中ｑ为桥墩的恒载，ｑｆｘ、Ｆ分别为桥墩横向风载和桥面的径向风载，Ｐ为
桥面竖向活载，ｍ为主梁分配的质量．

设桥墩振动位移函数为：ｖ（ｚ，ｔ）＝β（ｔ）ｖ（ｚ）．
简化结构的动能和位能分别为

ＴＤ ＝ １２∫
ｈ

０
ｍＤｖ

·２ｄｘ＋１２ｍ　ｖ
·（ｈ，ｔ）２ （２５）

ＶＤ ＝ １２∫
ｈ

０
ＥＩ（ｖ″）２ｄｘ＋１２ｋｖ

（ｈ，ｔ）２ （２６）

外力在桥墩变形做的功为
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图４　 全桥横向失稳
Ｆｉｇ．４　Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｂｒｉｄｇｅ

　　　

图５　 桥墩横向失稳简化
Ｆｉｇ．５　Ｌａｔｅｒａｌ　ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ

Ｗ ＝ １２∫
ｈ

０
［ｑ（ｈ－ｘ）＋Ｐ＋ｍｇ］（ｖ′）２ｄｘ＋Ｆｖ（ｈ，ｔ）＋∫

ｈ

０
ｑｆｙｖｄｘ （２７）

由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立结构的动力方程

Ｍβ̈（ｔ）＋［ＫＥ＋ＫＧ］β（ｔ）＝Ｑ（ｔ） （２８）

式中： Ｍ ＝∫
ｈ

０
ｍＤｖ２ｄｘ＋ｍｖ（ｈ）２，　ＫＥ ＝∫

ｈ

０
ＥＩ（ｖ″）２ｄｘ＋ｋｖ（ｈ）２，

ＫＧ ＝－∫
ｈ

０
［ｑ（ｈ－ｘ）＋Ｐ＋ｍｇ］（ｖ′）２ｄｘ，　Ｑ（ｔ）＝Ｆｖ（ｈ）＋∫

ｈ

０
ｑｆｙｖｄｘ．

设β（ｔ）＝βｓｉｎ（ｗｔ＋），代入式（２８）可得结构动力稳定方程为

Ｍｗ２＋［ＫＥ＋ＫＧ］＝０ （２９）

对于结构静力失稳ｗ２ →０，则由式（２９）得

ＫＥ＋ＫＧ ＝０（３０）

设桥墩ｙ方向弯曲失稳的位移函数为

ｖ＝ （１－ｃｏｓπｘ２ｈ
） （３１）

将式（３１）代入ＫＥ、ＫＧ，设Ｑ＝ｍｇ，求解方程（３０）可得稳定临界荷载方程

π４　ＥＩ
３２ｈ３ ＋ｋ－λ

π２（ｍｇ＋Ｐ）
８ｈ －

（π２－４）ｑ［ ］１６ ＝０ （３２）

通过式（３２）可求得结构侧倾稳定系数λｍｉｎ为

λｍｉｎ＝

π２　ＥＩ
４ｈ２ ＋

８ｋｈ
π｛ ｝２

（π２－４）ｑｈ
２π２

＋Ｑ＋｛ ｝Ｐ
（３３）

３．２　 主梁约束刚度ｋ的计算
桥墩侧倾失稳时，主梁约束刚度ｋ的计算如图６，图中仅示出三跨连续刚构的计算方法（多跨结构可

以类推），Ｒ为上部结构的曲率半径．Δ为墩顶节点在单位力Ｐ ＝１作用下的横向位移，则弹簧刚度为ｋ

＝ １Δ
．弯连续刚构发生侧倾失稳时主梁未受到轴力的作用，这样可把无轴力的拱结构等效为简支梁来

计算Δ．
连续刚构的主梁采用节段悬浇施工，各节段投影到简支梁上的投影角度和长度不一样，图７中给出

了各节段投影角度和长度的计算方法．
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图６　 主梁约束刚度ｋ的计算图
Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｋ　ｆｏｒ　ｇｉｒｄｅｒ

　　　

图７　 悬浇节段投影长度计算
Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｌｅｎｇｔｈ

节段投影角为αｉ ＝１８０πＲ
１
２Ｓ－∑

ｉ－１

ｊ＝１
ｓｊ－１２ｓ（ ）ｉ ，则节段投影长度为ｌｉ＝ｓｉｃｏｓ（αｉ）．

采用结构力学的方法可求得Δ

Δ＝∑
ｉ

ＭｉＭｉ
ＥＢＩｉ（ ）Ｂ （３４）

４　工程实例验证

某弯连续刚构桥跨径为８２ｍ＋１５０ｍ＋８２ｍ，曲率半径为２　５００ｍ，桥宽为１２．５ｍ，主梁采用悬臂

浇注的预应力混凝上变截面箱梁，箱梁根部梁高为９ｍ，跨中梁高为２．８ｍ．桥墩为高度１００ｍ的箱形

独柱墩．设计荷载为公路一级，基本风压４００Ｐａ．
分别用本文方法和三维有限元建立实体模型对此桥的全过程稳定性进行了计算分析．计算结果见

表１～表３，其中表１的工况１仅为自重，工况２为自重＋风载；表２的工况１仅为挂篮非正常工作，工

况２为挂篮非正常工作＋风载．有限元分析用大型通用软件ＡＮＳＹＳ完成．

表１　高墩自体稳定性分析

Ｔａｂ．１　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｈｉｇｈ　ｐｉｅｒ　ｆｒｏｍ　ｓｉｎｇｌｅ　ｐｉｅｒ

ＣＡＳＥ
λｍｉｎ

Ａｎａｌｙｔｉｃ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　 ＦＥＭ　Ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｅｒｒｏｒ／％

１　 ５９．７９　 ５６．０１　 ６．７５

２　 ５９．７９　 ５６．７８　 ５．３０

表２　最大悬臂稳定性分析

Ｔａｂ．２　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｌａｒｇｅｓｔ　ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

ＣＡＳＥ
λｍｉｎ

Ａｎａｌｙｔｉｃ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　 ＦＥＭ　Ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｅｒｒｏｒ／％

１　 １０．５３　 １０．４４　 ０．８６

２　 １０．５３　 １０．２１　 ３．１３

　

表３　全桥侧倾稳定性分析

Ｔａｂ．３　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ　ｂｒｉｄｇｅ

Ｒ／ｍ
λｍｉｎ

Ａｎａｌｙｔｉｃ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　 ＦＥＭ　Ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｅｒｒｏｒ／％

５００　 １８．４３　 １６．９２　 ８．９２

７５０　 １８．１６　 １６．８４　 ７．８４

１　０００　 １８．０７　 １６．８０　 ７．５６

１　２５０　 １８．０３　 １６．７８　 ７．４５

１　５００　 １８．０１　 １６．７７　 ７．３９

２　０００　 １７．９８　 １６．７６　 ７．２８

２　５００　 １７．９７　 １６．７５　 ７．２８

３　０００　 １７．９７　 １６．７４　 ７．３５

从表１～表３可以看出，本文方法与三维有限元计算结果的相对误差最大为８．９２％，最小仅为

０．８６％．表明了本文方法求得的稳定系数可以满足工程应用要求．从主梁约束刚度ｋ计算可知，在主梁
截面刚度不变情况下，半径Ｒ越小，简支梁跨径ｌ越小，Δ就越小，弹簧刚度ｋ就越大，从而桥墩侧倾稳
定性越好，直桥的桥墩侧倾稳定性相对最差，表３中计算结果证明了此结论．

５　结　语
（１）采用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推导了弯连续刚构桥的高墩自体、悬浇施工和全桥动力稳定方程．并退化

为静力稳定问题，求解得到稳定临界荷载方程和稳定系数的解析解．
（２）分析了悬浇施工时主梁变形对高墩线弹性稳定无影响，在此基础上，将成桥后边支座约束的主

梁对高墩的约束作用模拟为墩顶的等效约束弹簧，从而建立基于主梁对高墩作用简化为弹簧的全桥侧
倾稳定计算模型．
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（３）对于弯连续刚构在裸墩、悬浇施工时，横向荷载对高墩的线弹性弯曲稳定无影响；在成桥后横向
风载对全桥线弹性侧倾稳定也无影响．

（４）通过实例计算比对，本文方法的计算结果具有一定的可靠性，可供设计人员参考．
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