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考虑横向剪切变形简支矩形中厚板的屈曲分析
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摘　要:基于考虑横向剪切变形中厚板的几何方程 、物理方程及平衡方程 , 建立关于一个中面挠度和两个中面

转角为独立变量的中厚板大挠度弯曲的位移型控制微分方程 , 从而获得中厚板小挠度屈曲的位移型控制微

分方程.该方程退化为薄板屈曲的控制微分方程的正确性说明推导过程的正确性及一般性.文中中厚板小挠

度屈曲的位移型控制微分方程是一个六阶耦合微分方程 , 对其使用双重三角级数并作为广义坐标 , 将两个中

面转角解耦为中面挠度的函数 ,进一步建立中厚板小挠度屈曲的特征方程 , 从而借助 MATLAB工具得到简

支矩形中厚板小挠度屈曲的临界荷载表达式 ,最后应用 MATLAB 工具通过临界荷载表达式获得临界荷载系

数的曲线 ,整个求解过程简便 , 且其曲线退化后符合经典的薄板临界荷载曲线.
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1　前　言

广泛应用于航空航天和船舶制造行业的夹层结构 ,其结构的抗剪刚度很低 ,匀质金属材料相对剪切

模量为 G/E =0.3 ～ 0.5 , 而正六边形蜂窝式夹层结构的折合相对剪切模量只有 G/E =0.005 ～

0.02[ 1-2] .另外 ,复合材料的刚硬骨架主要起抗弯作用 ,而柔软的粘合材料承担着大部分的抗剪作用 ,其

一般都具有较低的横向剪切刚度.再者 ,由于实际工程中板壳结构壁厚的增加往往超出薄壁的应用范

围 ,因此也需要考虑横向剪切变形的影响.由此看来 ,考虑横向剪切变形的影响是十分重要的.

弹性板的屈曲特性与柱子失稳的重要区别是 ,柱子的屈曲标志着构件丧失承载能力 ,而板达到临界

荷载后还能继续抵抗压力的增加 ,并且荷载可以大大超过板的临界荷载.关于薄板的稳定性 ,国内外已

有研究 ,不管是小挠度屈曲还是大挠度屈曲都是基于忽略横向剪切变形的薄板 ,普遍使用的屈曲理论是

建立在冯.卡门大挠度弯曲方程的基础上 ,该方法是根据大挠度弯曲方程来求解板屈曲的临界荷载[ 3-7] .

关于考虑横向剪切变形的中厚板的屈曲 ,瑞斯纳理论[ 1-5] 和符拉索夫[ 5] 均为中厚度板的近似理论.文献

[ 8]通过摄动法给出了剪切板屈曲的求解途径及数值结果 ,但没有给出临界荷载系数的曲线.作者在文

献[ 9]中给出了简支矩形中厚板弯曲的求解方法及解析解 ,文中笔者尝试借助 MAT LAB工具推导一种

中等厚度板屈曲的精化理论.

本文从中厚板的几何方程 、物理方程及平衡方程出发 ,建立以一个中面位移 w 、两个中面转角 , ψ

为三个独立变量的中厚板的位移型控制微分方程 ,从而获得中厚板小挠度屈曲的位移型控制微分方程.

随后 ,对简支矩形板的位移型控制微分方程采用双重三角级数解法 ,同时借助 MAT LAB工具得到简支

矩形中厚板小挠度屈曲的临界荷载表达式 ,最后应用 MAT LAB 工具通过临界荷载表达式获得无量纲

临界荷载曲线及临界荷载系数曲线.
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2　中厚板的基本关系

设中厚板中面上任意一点 P(x , y)处的位移分量为 w(x , y),中厚板非中面上任意一点 P1(x , y , z)

处的位移分量为 u1(x , y , z), v1(x , y , z),w 1(x , y , z),那么两点有以下关系[ 9]

u1 =u +z 　v1 =v +zψ　w 1 =w (1)

其中中面位移 u =0 , v =0 ,  , ψ为中面上 P(x , y)的独立转角.

由此可得到中厚板非中面 P1(x , y , z)点处的应变表达式

εz1 =ε1 +zκ1　εz2 =ε2 +zκ2 　ωz =ω+zτ　εz13 ≈ ε13　εz23 ≈ ε23 (2)

式中厚板中面薄膜应变为

ε1 = u
 x
=0　ε2 = v

 y
=0　ω= v

 x
+ u
 y
=0 (3)

中厚板中面弯曲应变表达式为

k1 =  
 x
　k2 = ψ

 y
　τ= ψ

 x
+  
 y

(4)

中厚板中面横向剪应变为

ε13 = + w
 x

(5a)

ε23 =ψ+ w
 y

(5b)

中厚板横向剪力表达式为

N 1 =Gh
kτ
ε13 =Gh

kτ
( + w

 x
) (6a)

N 2 =
Gh
kτ
ε23 =

Gh
kτ
(ψ+

 w
 y
) (6b)

中厚板内力表达式为

M1 =D(κ1 +μκ2) (7a)

M2 =D(κ2 +μκ1) (7b)

M12 =M21 =D
(1-μ)
2
τ (7c)

其中抗弯刚度D = Eh
3

12(1 -μ
2
)
, kτ为中面横向剪应力ε13 ,ε23 与横向剪应力的平均值ε13 ,ε23的换算系数 ,

取 1或 6
5
.

中厚板平衡方程为

 N 1

 x
+
 N 2

 y
+T 1

 2w
 x2

+T2
 2w
 y 2

+2T12
 2w
 x y

+q =0 (8a)

 M2

 y
+
 M12

 x
-N 2 =0 (8b)

 M1

 x
+
 M21

 y
-N 1 =0 (8c)

3　中厚板屈曲的位移型控制微分方程

矩形板在面内压力作用下处于平面应力状态 ,由于压力荷载引起板的失稳 ,这时薄膜力 T 1 =-p1;

T2 =-p2 ;T12 =-p12 ,在临界状态下板处于微干扰弯曲的平衡状态.

首先在平衡方程(8)中考虑横向剪力表达式(6),然后依次代入内力表达式(7)、中面应变表达式

(3)、(4),简化后有

639第 5 期 　　　　　　黄会荣等:考虑横向剪切变形简支矩形中厚板的屈曲分析



Gh
kτ
  
 x
+ ψ
 y
+ 

2
w
 x

2 +
 
2
w
 y

2 +T 1
 2w
 x2

+T2
 2w
 y 2

+2T12
 2w
 x y

+q =0 (9a)

1-μ
2
 2ψ
 x2
+
1 +μ
2

 2 
 x y

+
 2ψ
 y2
-
1
D

Gh
kτ
(ψ+ w

 y
) =0 (9b)

 2 
 x2
+1-μ

2
 2 
 y2
+1 +μ

2
 2ψ
 x y

-1
D

Gh
kτ
( + w

 x
) =0 (9c)

上式即是用独立中面位移 w ,  , ψ表示的中厚板弯曲基本方程.若令q=0就可得到中厚板的小挠度屈曲

基本方程:

Gh
kτ
  
 x
+ ψ
 y
+ 

2
w
 x2

+ 
2
w
 y 2

+T 1
 
2
w
 x

2 +T2
 
2
w
 y

2 +2T12
 
2
w

 x y
=0 (10a)

1-μ
2
 
2
ψ

 x2
+1 +μ

2
 
2
 

 x y
+ 

2
ψ

 y2
- 1

D
Gh
kτ
(ψ+ w

 y
) =0 (10b)

 2 
 x2
+
1-μ
2
 2 
 y2
+
1 +μ
2

 2ψ
 x y

-
1
D

Gh
kτ
( + w

 x
) =0 (10c)

如果从弹性中厚板弯曲的位移型基本方程(9)的后两式中解出横向剪力项Gh
kτ
( + w

 x
), Gh

kτ
(ψ+

 w
 y
)代入第一式 ,可以得到关于中面位移分量 w的薄板弯曲基本方程.这时转角  , ψ不再是独立变量 ,

即 =- w
 x
, ψ=- w

 y
,则有

-D 2 2
w +T 1

 2w
 x2

+T 2
 2w
 y2

+2T 12
 2w
 x y

+q =0 (11)

式中 Laplace 算子  
2
=  

2

 x2
+ 

2

 y 2
.上式与文献[ 3] 中式(12.1)相同.当法向荷载 q =0时仅有薄膜力

作用下的板屈曲基本方程与文献[ 3] 中式(12.1a)、文献[ 4] 中式(2.2)相同.

4　单向受压四边简支矩形中厚板的屈曲

设挠度和转角函数分别为

w(x , y)=∑
∞

m=1
∑
∞

n=1
Wmn sin mπx

a
sin nπy

b
m , n =1 ,2 , 3 , … (12a)

 (x , y)=∑
∞

m=1
∑
∞

n=1
Υmncos

mπx
a
sin

nπy
b

(12b)

ψ(x , y)=∑
∞

m=1
∑
∞

n=1
Χmn sin

mπx
a
co s

nπy
b

(12c)

上式满足四边简支边界条件.式中的系数Wmn , Υmn , Χmn 是 Fourier系数:

Wmn = 4
ab∫

a

0∫
b

0
w(x , y)sin mπx

a
sin nπy

b
d xdy (13a)

Υmn = 4
ab∫

a

0∫
b

0
 (x , y)co s mπx

a
sin nπy

b
dxdy (13b)

Χmn = 4
ab∫

a

0∫
b

0
ψ(x , y)sin mπx

a
cos nπy

b
dxdy (13c)

将(12)式和(13)式代入中厚板屈曲基本方程(10)式 ,同时考虑面内荷载 T1 =-p;T2 =0;T 12 =

0 ,故有

Gh
kτ
(mπ

a
)2 +(nπ

b
)2 Wmn +

Gh
kτ

mπ
a
Υmn +nπ

b
Χmn -p(

mπ
a
)
2
Wmn =0 (14a)

1
D

Gh
kτ

nπ
b
Wmn +

1+μ
2

mπ
a

nπ
b
Υmn +

1-μ
2
(
mπ
a
)
2
Χmn +(

nπ
b
)
2
Χmn +

1
D

Gh
kτ
Χmn =0 (14b)
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1
D

Gh
kτ

mπ
a

Wmn +(mπ
a
)2Υmn +1 -μ

2
(nπ
b
)2Υmn +1

D
Gh
kτ
Υmn +1 +μ

2
mπ
a

nπ
b
Χmn =0 (14c)

由式(14b)、(14c)求出 Υmn , Χmn ,这时

Υmn =
Wmn

D
Gh
kτ
Δ1
Δ
　　Χmn =

Wmn

D
Gh
kτ
Δ2
Δ

(15a ,b)

式中

Δ=-(1-μ)(mπ
a
)2(nπ

b
)2 -1 -μ

2
(mπ

a
)4 -1 -μ

2
(nπ
b
)4 -3-μ

2
(mπ

a
)
2
+(nπ

b
)
2 1

D
Gh
kτ
-(1

D
Gh
kτ
)2

(16a)

Δ1 =
1-μ
2
(
mπ
a
)
3
+
1-μ
2

mπ
a
(
nπ
b
)
2
+
1
D

Gh
kτ

mπ
a

(16b)

Δ2 =1 -μ
2
(mπ

a
)2 nπ

b
+1-μ

2
(nπ
b
)3 +1

D
Gh
kτ

nπ
b

(16c)

将(15)式代入(14a)式 ,则有

Wmn
Gh
kτ
(mπ

a
)2 +(nπ

b
)2 +Gh

kτ
mπ
a
1
D

Gh
kτ
Δ1
Δ
+

nπ
b
1
D

Gh
kτ
Δ2
Δ
-p(mπ

a
)
2
=0

使上式成立有两种可能:若Wmn =0 ,这是平凡解 ,即任何荷载下板都保持平面状态下的平衡;对Wmn 的

非零解 ,上式中的括号项应等于零 ,即

p = a
2

m
2
Gh
kτ

m
2

a
2 +

n
2

b
2 +

1
πD

Gh
kτ

m
a
Δ1
Δ
+n

b
Δ2
Δ

(17)

上式即为单向荷载下中厚板屈曲的临界荷载表达式.

5　屈曲临界荷载的求解与曲线

临界荷载表达式(17)是关于 m ,n的二元函数 ,对使用 MA TLAB工具求解 ,可以获得临界荷载.将

式(16)代入式(17),同时取 kτ=1 ,通过整理后有

p =
Dπ2Gh(n2a2 +m

2
b
2)2

m
2
b
2(n2 a2Dπ2 +m

2
b
2
Dπ2 +Gha

2
b
2)

(18)

通过分析知当 n =1有

p = Dπ
2
Gh(a

2
+m

2
b
2
)
2

m
2
b
2(a2Dπ2 +m

2
b
2
Dπ2 +Gha

2
b
2)

(19)

当 n =1 ,m =a/b时 ,式(18)的最小值为

pmin = 4π
2
DGh

2π
2
D +Ghb

2 =
4π

2
D

2π
2
D

Gh
+b

2
(20)

明显地 ,上式中的最小值较经典薄板理论的临界值小 ,这是因为横向剪切变形的存在需要消耗的能量.

设 c =a/b ,则(18)式整理为:

p =Dπ2Gh
m
2 · c

2 +m
2 2

Dπ
2

c
2
+m

2
+Ghc

2
b
2 (21)

对上式使用 MA T LAB工具可以获得无量纲临界荷载 ,其临界荷载系数的变化曲线如图1 ～ 4.图1

对应的厚度较小 ,宽厚比为 20 ,其无量纲临界荷载曲线对应的临界荷载系数最小值为 4 ,等同于经典的

薄板理论的结果.图 2 ～ 3对应的厚度较大 ,宽厚比分别为 10与 5 ,两者的无量纲临界荷载最小值介于

3.5到 4之间 ,其中前者的无量纲临界荷载最小值较后者稍大 ,其无量纲临界荷载最小值随着厚度的增

加而减小 ,图 4的临界荷载系数的最小值是四种情况中最小的.计算中材料的弹性模量取 2.051 05

MPa、泊松比取0.3.同样 ,可以得到正方形中厚板小挠度屈曲的临界荷载 ,见表1 ,计算中 kτ=1 ,材料常

数同上.
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图 1　h=b/20临界荷载系数
Fig.1　Crit ical loadin g coeff icient

　　　

图 2　h=b/10临界荷载系数
Fig.2　Cri tical loading coef ficien t

图 3　h=b/5临界荷载系数
Fig.3　Crit ical loading coeff icient

　　　

图 4　h=b/4临界荷载系数
Fig.4　Cri tical loading coef ficien t

6　结　论

本文利用中厚板的基本理论 ,建立以中面位移 w 、两个中面转角  , ψ为三个独立变量的中厚板大挠

度弯曲及屈曲的位移型控制方程 ,该方程退化为薄板大挠度弯曲及屈曲的位移性控制方程的正确性说

明推导过程的正确性及一般性.

中厚板小挠度屈曲的无量纲临界荷载最小值较经典薄板理论的临界值小 ,这是因为横向剪切变形

的存在需要消耗的能量.

使用 MAT LAB工具获得的无量纲临界荷载系数随着厚度的增加而减小.当宽厚比大于 20时 ,其

无量纲临界荷载曲线对应的临界荷载系数最小值为 4.当宽厚比大于 10小于 20时 ,其临界荷载系数最

小值随着板厚的增加而减小.

表 1　简支正方形中厚板的临界荷载

T ab.1　C ri tical loading of simply su pported rectangular medium plates

pcrb2

π2D
h=

b
100

h=
b
50

h=
b
20

h=
b
10

h=
b
5

h=
b
4

本文 3.998 1 3.992 5 3.953 5 3.820 4 3.367 3.091 8

沈惠申[ 8] 3.944 3 3.786 5 3.263 7
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Study on buckling of simply supported rectangular medium plate

considering the transverse shearing deformation

HUANG Hui-rong
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,GUO J ia-yuan

1

(1.Co lleg e of Mechanical & Electrical Eng ineering , 2.College o f Civil Engineering ,

3.Taian Institute of A rchitec tur al Design , Taian 271000 , China)

Abstract:Based on the theo ry o f g eometric equation , phy sical equation and equilibrium equation of medium pla te consid-

er ed t ransve rse shearing defo rma tion , the displacement g ove rning differential equation for the la rge-deflection bending o f

medium plate is established , concerning three independent variables including one middle surface displacement and two

middle surface angles o f ro tation.So the displacement governing diffe rential equa tion fo r the small-deflection buckling o f

medium plate is obtained.Furthermo re , the equa tion could degenerate into the gove rning differentia l equation for the

buckling o f thin plate , w hich demonstra te s the validity and generality of the solv ing pro cess.The displacement governing

the differ ential equation fo r the small-deflection buckling of medium plate is a sixth-o rde r diffe rential equation by applying

double trig onometric se ries as g ene ralized coo rdinates.The characteristic equa tion fo r the small-def lection buckling o f me-

dium plate is obtained through decoupling of tw o middle surface ang les of ro tation into middle surface deflection function.

Thus , the critical lo ad fo rmula f or the small-deflection buckling of simply suppo rted rectangular medium plate is gained

through M ATLAB.Finally , the curves of c ritical lo ad coefficient th rough the critical load formula by MAT LAB are ob-

tained.Generally , it' s a simplified and convenient solv ing pro ce ss , and the degener ative curve is in line with the classical

critical lo ad curv e of thin plate.
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