
第 43卷　第 5期

2011 年 10月

西 安 建 筑 科 技 大 学 学 报(自然科学版)

J.Xi′an Univ.of A rch.&Tech.(Natural Science Edition)
Vol.43　No.5
Oct.2011

平面刚架极限分析的解析法研究
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摘　要:根据结构极限分析定理 , 提出了计算刚架极限荷载的荷载增量法 、线性规划法.荷载增量法引入动态

单元定位向量的概念 ,根据结构塑性铰出现的位置依次更改其对应的单元定位向量 , 通过循环迭代计算结构

极限荷载.线性规划法是一种在一定结构约束条件下求函数极值的方法.通过平移变换并引入松弛变量 ,可以

将极限荷载问题转化为标准线性规划问题 ,用单纯形法计算结构极限荷载.算例分析表明 , 荷载增量法和线性

规划法均能得到结构的极限荷载.平面刚架极限分析的解析法可以丰富结构力学的内容 , 并可用于解决实际

工程问题.
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结构极限承载力分析是结构分析中的重要课题 ,涉及到结构的稳定和安全评估问题 ,在理论上或实

践中均有重要意义.对于结构体系 ,当荷载增加到某一极限值时 ,结构出现了足够多的塑性铰 ,使结构成

为机构 ,这一荷载称为极限荷载 ,相应的状态称为极限状态.计算结构极限荷载的方法很多 ,如结构力学

中常用的机构法 、试算法等
[ 1-3]
.这些方法的灵活运用 ,可以解决一般结构的极限分析问题 ,也是当前教

学的主要内容.

近年来 ,国内相关教师和科研人员 ,对结构体系的极限分析问题进行了系统研究 ,并提出了各种求

解极限荷载的方法[ 4-8] .国外研究者完成了类似工作[ 9-11] .随着计算结构力学的发展 ,目前已经提出了结

构极限分析的计算机方法 ,通过编制相应的计算机程序分析并求解结构的极限荷载.本文基于经典增量

理论和线性规划等数学方法 ,应用荷载增量法和线性规划法求解平面刚架的极限荷载.这两种方法可以

作为现有结构力学求解极限荷载方法的有效补充 ,应用在结构力学教学中 ,丰富结构力学内容.研究有

重要理论意义和实际意义.

1　极限分析

平面刚架极限分析时有如下假定:1)理想弹塑性材料;2)结构变形微小;3)忽略轴力和剪力的影响;

4)荷载为比例加载.

比例加载有两层含义:1)结构上的所有荷载均按同一比例增长 ,整个荷载系可用一个参数 P 来表

示 ,即所有的荷载组成一个广义力 P;2)荷载 P 只单调增大 ,不出现卸载现象.

1.1　荷载增量法

荷载增量法可以手算或者编制有限元程序计算结构极限荷载 ,只是塑性铰较多时手算过程比较繁

琐.其计算原理为:将荷载逐渐分步增加至结构上 ,每步都出现新的塑性铰 ,直至达到极限状态.这种方

法每一步都要改变结构形式 ,形成新的结构刚度矩阵.另外 ,尽管问题本身与刚度无关 ,但这种方法需要

给出杆件的抗弯刚度.

荷载增量法是先对第 i阶段的结构 ,令荷载参数 P=1 ,得到 Mi图.用单元的截面极限弯矩Mu 与上
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一轮得到的杆端弯矩累加值Mu-1相减后 ,再与相应杆端弯矩M i相比 ,得到杆端弯矩比值 ΔP i .取杆端

弯矩比值 ΔP i 的最小值 ,便是该轮的荷载增量 ,即

ΔP i =
Mu-Mi-1

Mi min
(1)

在荷载增量 ΔP i 作用下 ,各控制截面的弯矩增量为 ΔMi =ΔP i ·Mi ,荷载和弯矩的累加值为 P i =

P i-1+ΔP i和M i =Mi-1+ΔMi .不难判别 , ΔP i 最小的截面出现塑性铰.在计算过程中 ,将此截面改为铰

结 ,准备作下一轮计算.

依照以上办法进行迭代计算 ,当结构体系总刚度矩阵 K 的行列式的值为零时 ,便停止计算.这时结

构已成为机构 ,达到极限 ,荷载累加值即为极限荷载.

P u=∑ ΔP i (2)

若单元上作用有均布荷载 q ,则该单元中弯矩的最大值(亦即塑性铰)可能发生在单元内部的某一

事先未知的位置.此处采用一种近似处理方法:将均布荷载作用的单元 m 等分 ,将其上的荷载等效为结

点荷载.当 m 足够大时 ,计算结果可以满足精度要求.

为了便于迭代计算 ,结构体系结点采用重号技巧 ,使每个杆单元有两个独立的结点编号.荷载增量

法计算极限荷载时 ,若原结构有 N 个自由度 ,则结构体系出现第一个塑性铰后总自由度数为 N +1 ,根

据塑性铰出现的位置 ,其对应的定位向量也为 N+1;出现第二个塑性铰则为 N+2 ,依次类推.

1.2　线性规划法

线性规划是数学规划中最成熟和使用最广泛的方法之一 ,其求解方法有单纯形法 、初等矩阵法 、内

点法 、鞍点法和特殊结构矩阵的分解法等.本文将极限分析问题转化为线性规划问题 ,基于单纯形法求

解平面刚架的极限荷载.这一方法只用原始结构的信息计算 ,不需要结构的刚度信息 ,均布荷载也较易

处理 ,便于程序实现.

基于下限定理 ,每个杆单元都要满足平衡条件和内力局限条件.在无单元荷载的情况下 ,单元中弯

矩绝对值的最大值必定在单元的两端 ,因此只对单元两端弯矩应用内力局限条件加以控制即可.即

-M
e
u≤Mi ≤M

e
u (3)

其中 ,Mi 为单元两端弯矩(i=1 ,2),M
e
u为单元的极限弯矩.

局部坐标系下单元方程

F
e
=h

e
F

e
X (4)

其中 ,Fe为单元杆端力向量 , he为系数矩阵 ,Fe
X为单元未知力向量.

引入非负变量M
＊
i ,令M

＊
i =Mi +M

e
u .进一步引入变量W i ,令 M

＊
i +W i =2M

e
u.将 M

＊
i +W i =2M

e
u

代入式(4),经坐标变换得到整体坐标系下单元方程

F
e=h

e
F
＊e
X +F

e
u (5)

将单元方程集成 ,得到如下整体平衡方程

H ·F
＊
X =P j -Fu (6)

由于比例加载 ,结点荷载向量 P j =-p ·a.其中 p为荷载比例系数 ,a为与结点荷载向量 P j成比例

的一个向量.有了整体平衡方程 ,基于下限定理求解极限荷载的问题便可表述为如下的线性规划问题

min(-p)

s.t.(a　H)
p

F
＊
X

=-Fu

(7)

由于各单元的轴力都是自由变量 ,可以事先将其消去 ,亦即利用式(8)解出 F
＊e
N ,用杆端弯矩 M

＊e
i 表

示.当某一轴力无法消去时 ,说明该轴力取任何值都不影响结构杆端弯矩的平衡 ,可以直接将其删除.消

去轴力后 ,得
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min(-p)

s.t.
a H 0

0 I I
·

　p

F
＊
X

W

=
-Fu

2Mu

(8)

式(8)为线性规划问题的标准形式 ,可以用单纯形法求解.其解不但给出了极限荷载系数 pu ,而且

还可以给出塑性铰位置的信息.当某个单元的杆端弯矩 M
＊
i =0或 M

＊
i =2M

e
u时 ,该杆端弯矩便达到了

极限弯矩 ,因而形成一个塑性铰.

均布荷载处理方法如下

1)将作用有均布荷载 q的单元内部设一个控制截面 ,其位置在距离第一个杆端 λl处 ,这里λ(0≤λ

≤1)为位置参数 ,初试值可取λ=0.5.

2)记控制截面处的弯矩为 M
e
λ,增添约束条件 M

e
λ ≤M

e
u.应用平衡条件 ,M

e
λ可用杆端弯矩和单元上

的荷载表示.

3)用线性规划求解当前约束状态的 F Pu和内力.

4)对于每个作用有 q的单元 ,用杆端弯矩和单元上的荷载计算单元内绝对值最大的弯矩M
e
max ,相

应的截面位置记为λmax ,易求得 λmax =0.5+(M2 +M1)/(ql
2
).其中:M1 、M2为杆端弯矩.若λmax ≤0 ,取

λmax =0;若 λmax ≥1 ,取 λmax =1.

5)检验是否满足-M
e
u≤M

e
max ≤M

e
u.

如果所有作用有 q的单元都满足条件-M
e
u≤M

e
max ≤M

e
u ,则得到结果 ,停止计算.否则 ,对于不满足

的单元取λ=λmax ,转到步骤 3)重新计算.

图 1　平面刚架
Fig.1　Plane f ram e

2　算例分析

分别应用荷载增量法和线性规划法 ,计算图 1所示平面刚架的极

限荷载.各杆单元抗弯刚度均取 E I=1 ,柱的极限弯矩为 Mu ,梁的极

限弯矩为 1.5Mu.

荷载增量法

第一轮计算结点 E出现塑性铰 , P1 =2.42M u/ l ,如图 2a;第二轮

计算结点 D 出现塑性铰 , P2 =2.57Mu/ l ,如图 2b;第三轮计算结点 A

出现塑性铰 , P3=3.06Mu/ l ,如图2c;第四轮计算结点 C出现塑性铰 ,

图 2　平面刚架弯矩图
Fig.2　Bending moment diagram of plane f rame

646 　　　　　　西　安　建　筑　科　技　大　学　学　报(自然科学版)　　　　　　　　第 43 卷



P4=3.50Mu/ l ,如图 2d.此时 ,结构总刚度矩阵 K 的行列式值为零 ,结构已成为机构 ,达到极限.其加载

过程及弯矩图如图 2所示.

极限荷载和最终单元弯矩值分别为

Pu=3.50
Mu

L
, 　M=Mu

1.00 0.50

-0.50 1.50

-1.50 -1.00

1.00 1.00

线性规划法

经相关变换 ,将单元内力平衡方程集成为整体平衡方程 ,平面刚架极限荷载问题转换成标准线性规

划问题

min(-p)

s.t.
a H 0

0 I I
·

　p

F
＊
X

W

=
-Fu

2Mu

其中 ,p≥0 ,F＊X ≥0 ,W ≥0.

用单纯形法 ,易求得 pu=3.5 ,即

FPu=3.5
Mu

l
, M=Mu

1.00 0.50

-0.50 1.50

-1.50 -1.00

1.00 1.00

故刚架结点 A 、C、D 、E 处的弯矩都已达到极限 ,出现塑性铰.荷载增量法与线性规划法计算结果完

全一样.

3　结　论

将经典增量理论和线性规划理论引入结构力学教学中 ,用荷载增量法和线性规划法计算平面刚架

的极限荷载.该研究可以丰富现有结构力学教学内容 ,研究结果可以用于指导工程实践.

荷载增量法是一种将荷载逐渐分步增加至结构上直至达到极限状态的方法.该方法依据传统的矩

阵位移法 ,可以依次判断结构出现塑性铰的位置 ,完全吻合实际结构的破坏过程 ,力学原理清晰.不过 ,

荷载增量法需要反复循环迭代计算 ,当塑性铰较多时 ,计算量较大 ,且该方法对结构上作用有均布荷载

时处理不便.

线性规划法是一种在一定结构约束条件下求线性函数极值的方法.将结构约束条件通过平移变换

并引入松弛变量 ,可以将极限荷载问题转化为标准线性规划问题 ,用单纯形法可以求得结构极限荷载.

线性规划法计算效率高 ,可以直接得出结构终态 ,而且对均布荷载的处理较好.不过 ,线性规划法原理较

复杂 ,且通常需要编制相应的程序计算结构的极限荷载.
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Study on the analytical method of plane frame ultimate analysis

WU Y ao-peng , B A I Guo-l iang

(Key Labo rato ry fo r St ructural Eng ineering and Ear thquake Resistance o f China Education M inistry ,

Xi′an Univer sity o f A rchitecture and Techno lo gy , Xi′an 710055 , China)

Abstract:Based on the structural ultimate analy sis theor em , load increment method and linea r pr og ramming method a re

proposed to calculate the ultima te load.Load increment method introduces the dynamic element locato r vecto r.Based on

the locations o f structural pla stic joints , their co rr esponding element lo ca to r vecto rs are changed in turn.Then the ulti-

ma te load of structure is re so lved by ite ration and the linear pro g ramming method is used to calcula te function ex treme val-

ue , w hich can meet some struc tur al restraint conditions.Through transfo rmation and slack variables int roduction , ulti-

ma te load problem can be changed to norma tive linea r prog r amming problem.Using simplex method , the structural ulti-

ma te load can be ca lculated.The results of calculation example show that the applications of bo th load incr ement method

and linear prog ramming method can be used to predict structur al ultimate lo ad.Analy tical me thod o f ultimate analy sis o f

plane f rame can enrich the contents of structur al mechanics and solve practical eng ineering problems.

Key words:plane f rame;ultimate analy sis;load increment method ;linear programming method .
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