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要!采用弹性理论研究了非线性基础上拉压弹性模量不同矩形板的弯曲问题
1

建立了非线性基础上拉压

弹性模量不同材料板的弯曲微分方程
1

对于非线性基础上拉压弹性模量不同材料板弯曲变形问题#选取梁函

数作为试函数#采用
c-.<2520+67

及
a->:5N+.

联合法推导出了非线性基础上拉压弹性模量不同材料板的解析

解#该方法计算结果与有关文献计算结果的误差很小
1

所以#选取梁函数作试函数#采用
c-.<2520+67

及
a->:5F

N+.

联合法研究拉压弹性模量不同矩形板的弯曲变形问题是可行的
1

把该方法计算结果与有限元法计算结果

进行比较分析#验证了此方法计算精度比较高
1

算例分析表明#拉压弹性模量相差较大时#矩形板弯曲计算不

宜采用相同弹性模量经典薄板理论#而应采用拉压弹性模量不同弹性理论
1

关键词!非线性$基础$弹性模量$矩形板$弯曲

中图分类号!
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文章编号&
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"

大量的试验和研究表明#材料在绝对值相同的拉应力或压应力作用下#会发生绝对值不同的拉应变

或压应变#即材料具有明显的拉压弹性模量不同特征
1

文献'

&F'

(研究了拉压弹性模量不同材料的本构

关系及简单他们弹性平面问题#文献'

!F"

(研究了拉压弹性模量不同材料的简单桁架问题#文献'

#F&&

(

研究了拉压弹性模量不同材料的板的弯曲和非线性弯曲问题#但是#工程实际中许多拉压弹性模量不同

材料的板结构都处于非线性基础上的工作环境中#因此对非线性基础上拉压弹性模量不同材料板弯曲

变形问题要给予一定重视
1

目前#对于非线性基础上拉压弹性模量不同材料板弯曲变形问题研究文献还

不多见
1

所以#本文研究了非线性基础上拉压弹性模量不同材料板弯曲变形问题#选取梁函数作为试函

数#采用
c-.<2520+67

及
a->:5N+.

联合法推导出了非线性基础上拉压弹性模量不同材料板的解析解
1

把

该方法计算结果与有限元法计算结果进行比较分析#验证了此方法计算精度比较高
1
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矩形板的内力方程

由弹性理论可知拉压弹性模量不同矩形板的应力表达式为
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式中#
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取值为
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或
$
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分别为拉伸弹性模量和泊松比#

I

$

%

(

$

分别为压缩弹性模量和泊松

比
1

'

J

为作用在垂直于
J

轴的面上的正应力#

'

@

为作用在垂直于
@

轴的面上的正应力#

,

J

@

为作用在垂

直于
J

轴的面上沿
@

轴方向的剪应力
1

拉压弹性模量不同矩形板弯曲时#由弹性理论可知其横截面内力应满足以下关系
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"可以求得中性面的位置为
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#舍去该不合理解
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利用式!
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"及弹性理论可以得到拉压弹性模量不同矩形板横截面弯矩及扭矩表达式为
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矩形板的弯曲挠度

对于图
&

所示非线性基础上拉压弹性模量不同矩形板#由弹性理论可知其由弯矩引起的形变势能为
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拉压弹性模量

不同矩形板
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假设非线性基础对拉压弹性模量不同矩形板的反力为
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为基础的线性刚度系数$

/
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为基础的线性刚度系数
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那么#拉压弹性模量不同矩形板在均布载荷作用下的势能为

2

K

Q

,

4

%

,

D

%

!

/

&

!

$

T

/

$

!

!

U

M

!

"

AJA

@

!

Q

"

设拉压弹性模量不同矩形板的挠度函数表达式为
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"可知拉压弹性模量不同矩形板的总势能表达式为
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晓等&非线性基础上拉压弹性模量不同矩形板的弯曲



利用微分符号与变分符号的可交换性且式!
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"即可确定未知梁函数
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对于在均布载荷作用下的四边简支双模量矩形板可设

.

!

J

"

Q

=

J

!

4

!

U

$J

'

4

'

T

J

! "4

#

0

!

@

"

Q

@

!

D

!

U

$

@

'

D

'

T

@

D

!

&"

"

把式!

&"

"代入式!

&!

"中可以得到方程

=

'

T

!"$!FG%!,

/

$

4

!

!

&

T#

$

"

$

=

T

G$FG&$/

&

/

$

=

U

D##F$Q!

M

/

$

Q

%

!

&#

"
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"中即可得到非线性基础上拉压弹性模量

不同矩形板的弯曲挠度表达式
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从以上两个算例可以看出#采用
c-.<2520+67

和
a->:5N+.

联合法研究各向同性材料矩形板的弯曲

挠度#不但计算过程简便#而且计算精度也很高
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算例讨论分析

为了具体分析非线性基础拉压弹性模量不同矩形板的弯曲变形#假设均布载荷
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;

)

K

!和

/

$

Q

&%

S

&%

&'

;

)

K

! 之间变化
1
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四边简支和三边简支一边固支矩形板的尺寸
4k$%%%KK

#

3k&%%KK

#

#

分别取
&

和
&1"

$其材料

参数为!材料
&

为拉压不同弹性模量材料#材料
$

和材料
'

是为了研究考虑拉压弹性模量不同对板中心

的计算挠度影响构造的分别与材料
&

受拉区和受压区材料参数相同的材料"&

材料
&

&

I

&

Q

&FG#

S

&%

&%

;

)

K

$

#

I

$

Q

$FG!

S

&%

&%

;

)

K

$

#

(

&

Q

%F&##

#

(

$

Q

%F$"

$

材料
$

&

I

Q

&FG#

S

&%

&%

;

)

K

$

#

(

Q

%F&##

$

材料
'

&

I

Q

$FG!

S

&%

&%

;

)

K

$

#

(

Q

%F$"1

表
!

!#Q

&

%

/

$

Q

%

时板中心的挠度&

KK

9-R1&

!

97:A:3>:6<+2.23<7:

S

>-.:

支撑条件
/

&

!

S

&%

Q

;

)

K

$

"

&1! &1# &1Q $1%

四边简支

材料
& G1D#

!

G1D$

"

Q1$Q

!

Q1$$

"

#1"$

!

#1!"

"

!1Q"

!

!1DD

"

材料
$ &$1!" &&1%& G1&& D1$Q

材料
' Q1&& #1DD "1Q% '1GQ

三边简支

一边固支

材料
& Q1$"

!

Q1&G

"

#1Q%

!

#1D'

"

"1$Q

!

"1$%

"

!1&&

!

!1%&

"

材料
$ &&1$& G1'& D1D# #1""

材料
' D1%' "1QD !1## '1$&

表
"

!#Q

&F"

%

/

$

Q

%

时板中心的挠度&

KK

9-R1$

!

97:A:3>:6<+2.23<7:

S

>-.:

支撑条件
/

&

!

S

&%

Q

;

)

K

$

"

&1! &1# &1Q $1%

四边简支

材料
& #1Q'

!

#1DG

"

"1D"

!

"1#G

"

!1#&

!

!1"'

"

'1!&

!

'1'"

"

材料
$ Q1D$ D1DQ #1!# "1&&

材料
' "1D& !1DD !1&" $1Q&

三边简支

一边固支

材料
& "1DQ

!

"1D'

"

!1DG

!

!1D'

"

'1D&

!

'1#"

"

$1G%

!

$1Q$

"

材料
$ D1Q$ #1"% "1!' !1#&

材料
' !1G" !1&" '1$Q $1$$

表
#

!#Q

&F"

%

/

&

Q

&F!

S

&%

Q

;

&

K

$ 时材料
!

板中心的挠度&

KK

9-R1'

!

97:A:3>:6<+2.23<7:

S

>-.:23K-<:5+->&

/

$

!

S

&%

&'

;

)

K

$

"

! # Q &%

支撑条件
四边简支

!1&& '1$% $1'" &1""

三边简支一边固支
'1'Q $1"& &1#Q &1&%

采用本文方法计算的材料
&

的板中心的挠度如表
&

!

表
'

所

示#为了分析考虑拉压弹性模量

对板中心的挠度影响#用相同弹

性模量经典薄板理论计算了材

料
$

%材料
'

的板中心的挠度#如

表
&

%表
$

所示
1

为验证本文计算方法正确

性#用
4;?e?

对材料
&

的板中

心的挠度进行了计算!

!

%

"

1

有限

元计算时采用
Q

节点
?bh\C&Q"

单元#该单元具有大变形#大应变

能力
1

由式!

!

"计算出受拉区高度

3

&

Q

"#KK

#下层
"#KK

材料参

数为
I

&

Q

&FG#

S

&%

&%

;

)

K

$

#

(

&

Q

%F&##

#上层
!!KK

材料材料

参数为
I

$

Q

$FG!

S

&%

&%

;

)

K

$

#

(

$

Q

%F$"

#计算结果如表
&

%表
$

括号内的数字所示
1

#Q

&F"

#

/

&

Q

&F!

S

&%

Q

;

)

K

$

#

/

$

Q

%

#材

料
&

的四边简支板节点平面外位

移如图
&

所示
1

由表
&

%表
$

可以看出#采用

有限元方法和本文方法计算的

结果非常相近#二者相差都非常

小#这验证了本文方法的可靠性
1

图
&

!

材料
&

简支板节点平面外位移

H+

I

1&

!

b=<F

S

>-.:A+L

S

>-6:K:.<23L+K

S

>

T

L=

SS

25<:A

S

>-<:.2A:L

!

本文方法计算结果比有限元方法偏大#这主

要是本文假设双模量矩形板弯曲变形的挠度并

不是双模量矩形板弯曲变形的真实挠度#另外采

用有限元方法计算双模量矩形板弯曲变形挠度

时考虑了剪切变形的影响#而本文方法计算双模

量矩形板弯曲变形挠度时没有考虑了剪切变形

的影响#所以本文方法计算结果比有限元方法偏

大
1

当线性弹性基础上双模量矩形板长宽比一

定时#随着线性刚度系数的增大#双模量矩形板

中心的挠度逐渐变小
1

由表
'

可知#对于非线性弹性基础上双模量

&QD

第
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期
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矩形板来说#随着非线性刚度系数的增大双模量矩形板中心的挠度也逐渐变小
1

相同条件下非线性弹性基础上双模量矩形板中心的挠度要小于线性弹性基础上双模量矩形板中心

的挠度
1

但是#随着长宽比
#

的增大双模量矩形板的中点挠度将变小#这主要是随着长宽比
#

的增大将使双

模量矩形板的刚度在增加
1

对以上计算结果进行分析还可以知道#对于双模量材料矩形板弯曲变形计算#不考虑拉压弹性模量

相异时其计算结果与实际情况相差较大#最小误差为
&QU

#最大误差在了
'%U

以上#均超过了工程上所

允许的计算误差
1

所以#对于拉压弹性模量相差较大的矩形板弯曲变形#非线性基础上拉压弹性模量不

同矩形板中心挠度的计算不宜采用相同弹性模量经典薄板理论#而应该采用双模量薄板弹性理论
1

从以

上推导计算可以看出#由于非线性基础上拉压弹性模量不同矩形板的弯曲变形微分方程是非线性的#因

此难以求得其精确解析解#所以采用
c-.<2520+67

和
a->:5N+.

联合法研究非线性基础上拉压弹性模量

不同矩形板弯曲挠度#不但计算简便而且计算精度也较高
1

!

!

结
!

论

!

&

"当线性弹性基础上双模量矩形板长宽比
#

一定时#随着线性刚度系数的增大#双模量矩形板中

心的挠度逐渐变小
1

对于非线性弹性基础上双模量矩形板来说#随着非线性刚度系数的增大双模量矩形

板中心的挠度也逐渐变小#而且相同条件下非线性弹性基础上双模量矩形板中心的挠度要小于线性弹

性基础上双模量矩形板中心的挠度
1

!

$

"随着长宽比
#

的增大双模量矩形板的中点挠度将变小#这主要是随着长宽比
#

的增大将使双模

量矩形板的刚度在增加
1

!

'

"对于拉压弹性模量相差较大的矩形板弯曲变形#不考虑拉压弹性模量相异时其计算结果与实际

情况相差较大#最小误差为
&QU

#最大误差在了
'%U

以上
1

所以#非线性基础上拉压弹性模量不同矩形

板中心挠度的计算不宜采用相同弹性模量经典薄板理论#而应该采用双模量薄板弹性理论
1

!

!

"由于非线性基础上拉压弹性模量不同矩形板的弯曲变形微分方程是非线性的#因此难以求得其

精确解析解#所以采用
c-.<2520+67

和
a->:5N+.

联合法研究非线性基础上拉压弹性模量不同矩形板弯

曲挠度#不但计算简便而且计算精度也较高
1
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