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摘要：针对一般研究桥梁传递关系都是以初参数法为基础，公式较为繁琐且占用内存空间大这一问题，利用辅助体系法对

空间直线梁桥的受力特性进行了分析.为了更好的研究空间直线梁桥的传递关系，为大型桥梁的设计与结构分析提供可靠的

依据，基于辅助体系法并考虑了剪切变形导出了空间直梁的场传递矩阵精确解, 并推导了不同支承情况的点传递矩阵．编

制了相应的计算机程序，并进行了算例计算.算例结果表明，该方法正确有效，可用于结构的初步设计和最终校核．  
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传递矩阵法是随着计算机的出现和发展而逐步形成并广泛应用的一种结构分析方法. 其基本思想是把

一个整体结构的力学分析问题转化为若干单元或子结构的“对接”与“传递”的力学分析问题[1,2]． 

本文以辅助体系法为基础，推导了空间直线梁桥的传递场矩阵以及不同支承条件的点阵. 基于以上理

论，编制了计算机程序，进行了相应的算例计算. 算例表明，推导公式的正确性和优越性．  

1  传递矩阵法的基本原理 

传递矩阵法[3,4]的原则用图 1 加以解释．具有任意支承

的连续梁的初始状态和变形状态，如果在梁的左端作用力

偶
0M ，则所有支承处的变形量和内力量均与

0M 成线性函

数．如图 1 所示，梁左端自由，左端的内力量
0Q ，

0M 都

为零（作为边界条件），变形量
0v ， 0 为自由量. 连梁各支

承处及跨间的所有内力量和变形量都线性地决定于这些

量和外荷载. 而未知量
0v ， 0 由梁右端的边界条件来确定. 

因为此梁右端为固定端，说明其边界条件为  4 0 0, , =0v v P ，  4 0 0, , =0v P  . 由此刚好列出两个关于
0v 和 0 的

线性方程组，只要建立左右端内力和变形之间的传递关系，梁上任意截面的内力量和变形量就可以求得了． 

2  辅助体系法求空间直梁传递关系 

空间直线梁坐标系如图 2 所示， x、 y 、 z 轴分别表示轴向、横向和竖向．u 、 v、分别是 x 、 y 、

z 轴向位移； x 、 y 、 z 分别是绕 x、 y 、 z 轴的弯曲转角．梁横截面特性及材料特性沿 x轴向不变．  

空间直线梁的振动模型包括 13 个状态矢量，即  
T

, , , , , , , , , , , 1x y z x y z x y zS N Q Q M M M u v     ， ． 

 
图 2  空间直线梁传递矩阵计算坐标系 

Fig. 2  The coordinate system of transfer matrix of space straight beam 
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图 1  具有任意支承左端承受力偶的连梁 

Fig. 1  The continuous beam on arbitrary supports 

with the couple on the left 
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2.1  场矩阵 

左截面各状态变量记为   
T

1l l l l l l l l l l l l l

x y z x y z x y zS N Q Q M M M u v     ，右截面各状态变量记为

   
T

1r r r r r r r r r r r r r

x y z x y z x y zS N Q Q M M M u v     . 

根据传递矩阵法的基本原理[5,6]必有一个13 13 维矩阵T 使得： 

      +r l pS T S S                                (1)                

矩阵  T 即为等截面直梁左右截面之间的传递场矩阵，其元素
mnt 表示 l 端 n 号状态变量 1l

nS  ，其余状

态变量都为 0 时，传递给 r 端m 号状态变量的值． 

荷载向量   p p p p p p p p p p p p p

x y z x y z x y zS N Q Q M M M u v     表示 l 端状态变量 lS 都为 0 时，荷载传

递给 r端状态变量的值（荷载项）． 

右端状态变量 rS 与左端状态变量 lS 及荷载变量 pS 的关系式(2)可分块表示为 

 

 
   
   

 

 

 

 
1 2

3 4

r l p

r l p

F F FT T

T T  

      
        
           

                           (2)  

取图 3 单元辅助体系[7]，  1T 中的为力元素可在图 3a 中令 1l

xN  （其他元素为 0），利用平衡条件求得；

同理，分别令 1l

yQ  （其他元素为 0）； 1l

zQ  （其他元素为 0）； 1l

xM  （其他元素为 0）； 1l

yM  （其他元素

为 0）； 1l

zM  （其他元素为 0）可以求得  1T 中的其他元素． 

 2T 中的力元素可在图 3b 分别令 1lu  （其他元素为 0）， 1lv  （其他元素为 0）， 1l  （其他元素为

0）， 1l

x  （其他元素为 0），
y 1l  （其他元素为 0）， 1l

z  （其他元素为 0），可知  2T 中的元素全为 0． 

 3T ，  4T 中的位移元素可由虚功原理即(3)式，按图 3c，3d 求得： 

d d d d d d

l r l rl r l r l r l r
y y y y l rx x z z x x z z

ij

t y z

Q Q M MN N Q Q M M M M
T x x x x x x R C

EA GA GA GI EI EI

 
                    (3)  

式中： ijT 为  3T 、  4T 中的位移元素； EA， /GA ， yEI ，
zEI ， tEI 则分别为拉压、剪切以及弯曲刚度； 

l

xN ， l

yQ ， l

zQ ， l

xM ， l

yM ， l

zM ， lR 则分别为右端所求位移的虚力 1rP  在单位辅助体系中产生的内力和支

座反力； r

xN ， r

yQ ， r

zQ ， r

xM ， r

yM ， r

zM ，则分别为左端 1l

nS  在单位辅助体系中产生的内力和支座位移． 

  
(a)  已知力求力示意图                     (b)  已知位移求力示意图 

  (a)  Schematic plan of the force to force        (b)  Schematic plan of the displacement to force 

 
       (c)  已知力求位移示意图               (d)  已知位移求位移示意图 

  (c)  Schematic plan of the force to displacemen   (d)  Schematic plan of the displacement to displacemen 

图 3  辅助体系示意图 

Fig. 3  The sketch of auxiliary system method 

令荷载单独作用在辅助体系上，由平衡条件根据式(4)求得力荷载项： 

xp xN P ， yp yQ P ， zp zQ P ， xp xM M ， yp yM M ， zp zM M            (4)                 

式中： xP ， yP ， zP ， xM ， yM ， zM 则分别为荷载作用下，辅助体系左端不受力，右端的力． 

位移荷载项也可利用虚功原理由式(5)求得 

d d d d d d

l l l l l l

x xp y yp z zp x xp y yp z zp

p

t y z

N N Q Q Q Q M M M M M M
x x x x x x

EA GA GA GI EI EI

 
          Δ           

(5) 
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式中： , , , , ,p p p p xp yp zpu v    Δ ；
xpN ，

ypQ ，
zpQ ，

xpM ，
ypM ，

zpM 则分别为荷载在辅助体系中产生的内力． 

采用辅助体系法，求得空间直线的传递场矩阵为 

 
   
   

1 2

3 4

T T
T

T T

 
  
 

                                         (6) 

式中： 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

T

l

l

 
 
 
 

  
 
 
 

  

； 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

T

 
 
 
 

  
 
 
 
  

； 4

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

l

l
T

 
 
 
 

  
 
 
 
  

；
 

3 2

3 2

3

2

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0
6 2

0 0 0 0
6 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0
2

0 0 0 0
2

z z

y y

t

y y

z z

l

EA

l l l

EI GA EI

l l l

EI GA EI
T

l

GI

l l

EI EI

l l

EI EI





 
 
 
 

  
 
 

 
 

  
 
 
 
 

 
 
 
 

 
  

 

2.2  点矩阵 

 
图 4  空间直线梁集中荷载或弹性支座示意图 

Fig. 4  The sketch of space straight beam with concentrated load or elastic support 

设在梁的某处( j 处)有集中荷载或弹性支座[8-9]，如图 4 所示．由于该处的内力或位移发生突变，其左

右两侧状态向量存在传递关系，该处左端的状态向量记为 l

jS ，右端的状态向量记为 r

jS ，其传递关系表示为 

     1 2

3 4

=
j j

r l l

j j j j

j j

T T
S T S S

T T

                    

                                (7) 

式中： jT  称为该处的点矩阵；
1jT   、 4jT   为单位阵；

3jT   为零阵；
2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

x x

y y

z z
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k P

k P

k P
T

M

M

M

 
 


 
 

       
 
 

  

 

3  边界条件 

空间直线梁的边界支承情况[10]有以下几种，其边界条件与自由量见表 1． 

表 1 空间直线梁的边界条件 

Tab. 1  The boundary conditions of space straight beam  

支承条件 边界条件 自由量 

固定端 0 0 0 0 0 0x y zu v         ； ； ； ； ；  x y z x y zN Q Q M M M； ； ； ； ；  

固定铰支座 0 0 0 0 0 0x y zM M M u v      ； ； ； ； ；  x y z x y zN Q Q  ； ； ； ； ；  

自由端 0 0 0 0 0 0x y z x y zN Q Q M M M     ； ； ； ； ；  x y zu v    ；； ； ； ；  

滑动支座 0 0 0 0 0 0z x y zQ u v        ； ； ； ； ；  x y x y zN Q M M M； ； ； ； ；  

链杆支座 0 0 0 0 0 0x y x y zN Q M M M      ； ； ； ； ；  x y z zu v Q  ；； ； ； ；  

4  空间直线梁的总传递矩阵 

直线梁上各段的场矩阵和点矩阵确定之后，任一端的状态向量可以由下式求得： 

1 2 1 0i i i jS TT T T T S                                   (8)  

如果全梁被分成n段，则有 
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1 2 1 0 0n n jnS T T T T T S TS                            (9) 

其中，T 为全梁的总体传递矩阵. 

5  计算实例 

根据直线梁截面几何物理量的不同，荷载位置

和大小，中间支撑情况，对梁进行划分单元．根据单

元的实际情况建立结构相应的场矩阵和点矩阵，组合

成总传递矩阵．然后根据结构两端的边界条件进行求

解，即可以求得结构的初始状态向量，进而求出结构

各截面的状态向量． 

某双跨简支梁，两端固结，中间设有固定铰支座，

该梁受到 z 向均布荷载以及 y 向集中荷载作用，其计

算简图如图 5 所示，考虑结构的剪切变形，空间直线

梁的基本参数如表 2、表 3 所示． 

应用 Matlab 软件对本文的基于辅助体系的传递矩阵法进行了编程，其结果见图 6 所示，可以清晰的看

到每个截面的状态向量． 

表 2 直梁第一跨的基本参数 

Tab. 2  The basic parameters of the first cross-space straight beam 

 

 

 

 

表 3 直梁第二跨的基本参数 

Tab. 3  The basic parameters of the second cross-space straight beam 

 

 

 

 

 

 (a)  轴力图及轴向位移图                                (b)  y 向剪力图及位移图 

(a)   Axial force diagram and displacement diagram             (b)  Shear y diagram and displacement diagram 

 

(c)  z 向剪力图及位移图                                    (d)  扭矩图及扭转角图 

(c)   Shear z diagram and displacement diagram                (d)  Torque diagram and torsion angle diagram 

 
(e)  绕 y 轴弯矩图及转角图                            (f)  绕 z 轴弯矩图及转角图 

(e)  y axis bending moment diagram and bending angle diagram (f)  z axis bending moment diagram and bending angle diagram 

图 6  空间直线梁的内力及变形图 

Fig. 6  The internal force and deformation diagram of space straight beam  

图 6 可以看出整个梁跨的内力与变形，运用有限元计算的结果与本方法结果一致． 可以证明此方法

的正确性． 

1 / ml  
2 / ml  2

1 / mA  1 / MPaE  4

1 / mtI  
4

1
/ myI  4

1 / mzI  1 / MPaG    

4 1 0.1 52.1 10  0.2 0.4 0.4 0.425
1E  0.35 

3 / ml  -1/ kN mq   / kNP  
2

2 / mA  2 / MPaE  4

2 / mtI  
4

2 / myI  4

2 / mzI  2 / MPaG  

3 10 100 0.2 52.1 10  0.3 0.5 0.5 0.425
2E  

图 5 算例的计算简图 

Fig. 5  The calculating diagram of the example 

 

2l

 

3l

 

q

 

P

 

1l

 

app:ds:displacement
app:ds:diagram
app:ds:shear
app:ds:diagram
app:ds:displacement
app:ds:diagram
app:ds:shear
app:ds:diagram
app:ds:displacement
app:ds:diagram
app:ds:torsion
app:ds:angle
app:ds:bending
app:ds:angle
app:ds:diagram
app:ds:bending
app:ds:angle
app:ds:diagram
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6  结论 

基于辅助体系法求解空间直线梁传递矩阵，计算过程更为简便，尤其对于多跨连续梁的求解更为突出. 

该方法考虑了剪切变形的影响，传递矩阵的场矩阵为精确解，可以推广应用到曲线梁的求解以及支座桥墩

的计算．应用该方法分析多跨连续梁的内力与位移，计算过程简单，且结果精确． 
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Research on the transfer relationship of the space straight bridge 

based on the auxiliary system method 

YANG Fan
1，LI Qingning

2，SUN Jianpeng
2
 

(1. School of Civil Engineering and Architecture, Xi'an Technological University, Xi'an 710032, China; 

2.School of Civil Engineering, Xi'an Univ. of Arch. and Tech., Xi'an 710055, China) 

Abstract：In view of the fact that the vast majority of the research work is performed based on original parameter method and the 

calculating expressions arecomplicated and needed too much memory space, the mechanical characteristic of the space bridge was 

analyzed by using auxiliary system method. In order to research the transfer relationship of the space straight bridge well, according 

to the auxiliary system method, the field transfer matrix and the point transfer matrix with different support conditions of the space 

straight bridge was derived and the load items with different loads were calculated for the bridge design and structural analysis. In 

addition, the corresponding caculation program was compiled, and some example were carried out. The results indicate that the 

method is correct and efficient, and can be used for the initial design and final check-up of structures. 

Key  words：auxiliary system method；space straight beam bridge；transfer matrix；field transfer matrix；point transfer matrix 
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