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空间杆系结构动力失稳区域研究 
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摘要：结构在外荷载的作用下，其非线性几何刚度随着结构的变形发生变化而变化．基于结构动力学理论，采用有限元方法
研究空间杆系结构的动力失稳区域．利用有限元变刚度的理论，同时引入不同参数和变换公式推导出马奇耶-希拉方程式．通
过 Ansys 和 Matlab 软件进行编程模拟，分析无阻尼情况下的结构动力不稳定区域，并与鲍洛金不稳定区域推导式结果进行
对比．结果表明：推导的结果接近鲍洛金不稳定区域结果，第一失稳区域相对保守，第二失稳区域非常接近，从而验证了的
推导公式的适用性．可为实际工程结构频率避开失稳区域进行动力失稳设计提供理论的依据． 
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The study on the spatial frames structural dynamic stability region 
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(School of Civil Engineering, Xi′an Univ. of Arch. & Tech., Xi′an 710055, China) 

Abstract: Based on structural dynamics research foundation, finite element method is used to study the dynamic buckling of the 
spatial frames structure area. Under the action of outer load, the nonlinear geometric stiffness of the structure changes with defor-
mation of the structure change. In this paper, using the theory of finite element analysis of variable stiffness, and at the same time the 
introduction of different parameters and transform formula Mathieu-Hill equation is deduced. By Ansys and Matlab software pro-
gramming simulation the structure dynamic unstable region without damping is compared with the results derived type of bolotin 
unstable regions. Results show that the results derived in this paper approaching bolotin unstable area, the first buckling area and the 
second instability area is relatively conservative. The results thus verified the correctness of the formula derived in this paper. This 
provides theoretical basis for practical engineering design, in helping us to avoid the structure in the area of instability of the conse-
quences of damage. 
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在大跨度结构中，空间网架结构具有刚性大，
变形小，应力分布均匀，能大幅度地减轻结构自重
和节省材料特点[1]．但是空间网壳结构是一种缺陷
敏感型结构．如何准确地判定和研究结构动力失稳
一直是工程界面临的难题．在结构失稳方面的研究，
国内外有很多研究成果，MinJae 等通过 Floquet 理
论研究不同类型的不稳定性，得出参数和组合的共
振[2]；M. Baldinger 通过剪切变形板得到第一和第二
失稳区域[3]．国内针对结构静力失稳研究也作了大
量研究[4-7]．其中范峰提出杆件失稳判别方法[8]；利
用 ANSYS 进行全过程分析，王安稳研究了失稳瞬
间能量的转换和守恒，导出了一个直杆动力分岔失
稳的准则[9]；严佳川提出单层柱面网壳杆件失稳判
别方法[10]；丁阳基于有限元软件和考虑损伤累积、
杆件失稳效应对结构承载力的研究[11]；杨伦通过实
验研究表明大幅度动张力作用下发生松动引起结构
的失稳倒塌[12]；杨璐对双相型不锈钢不同截面轴心

受压试验研究，得出长细比较大的构件易发生弹性
失稳，长细比较小的构件易发生弹塑性失稳[13-14]．但
是针对于结构动力失稳区域方面研究还是相对不
足．本文在研究结构动力学基础之上，总结了鲍洛
金推导公式，结合目前有限元软件和分析理论进一
步推导马奇耶-希拉方程式，得出结构的失稳区域方
程式解析解．通过与鲍洛金推导公式解析解对比，
验证了本文推导的实用性．求解过程简单方便、各
参数容易确定，利于实现大型复杂结构的有限元分
析，可为工程实际提供理论依据． 

1 结构动力学及有限元理论下的马奇

耶-希拉方程 

鲍洛金弹性体系公式推导是从简单的直杆推广
到参数荷载引起的弹性体系振动的一般问题之
上．对于普遍的体系结构来说，一般采用共同参数
和  ，其结构方程式如下[15]： 
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式中： 0, , ,L L L L   为某些积分 ‐微分运算子，

 , , ,x y z t 为体系的变形状态．选择相应的线性无

关的基本函数系： 

     zyxzyxzyx n ,,,,,,,, 21  
 

可把方程式(1)改写为矩阵形式： 
2
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                          (2) 

式中：v 为级数  
1

( )k k
k

v t x y z 



  , , 的系数所组成的

矩阵．采用伽辽金变分法，可得矩阵元素的分式： 

     d d di kik
V L x y z    

   0 d d di kik
R L x y z    

   d d di kik
P L x y z    

   d d di kik
Q L x y z    

积分遍布于整个体系．由于各基本函数 k 是线性无
关的，行列式 0R  ，则方程式(2)可写为： 

 
2
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C E A t B v

t
                (3) 

式中： 1A R P ， 1B R Q ， 1C R V ．式(3)即为
鲍洛金弹性体系下的马奇耶-希拉方程．此方程对于
任何的一个普通结构体系都适应，但积分运算的参
数不容易确定，无法从一个复杂的结构模式得到快
速求解． 

本文在研究动力不稳定失稳区域的函数过程中，
根据结构动力学及有限元理论得到动力稳定的基本
方程式； 

[ ]{ } [ ]{ } 0M v K v                                (4) 

其中[ ]M 为结构的质量矩阵，[ ]K 为结构的整体刚度
矩阵，{ }v 为结构的广义位移列矩阵，考虑几何非线
性因素的影响，刚度矩阵 

[ ] [ ] [ ][ ]E GK K P K                              (5) 

其中[ ]EK 是结构线性应变刚度矩阵，[ ]GK 是结构非
线性几何刚度矩阵，[ ]P 是结构外加荷载的矩阵，则
方程(4)可以写成： 

[ ]{ } ([ ] [ ][ ]){ } 0E GM v K P K v       (6) 

在 Bolotin 的动力稳定理论基础之上，引入另外
一种形式的荷载；即 

[ ] [ ] [ ]coscr crP P P t                   (7) 

其中[ ]crP 为结构静力屈曲荷载矩阵， 取 0 到 1 之

间的数，  取 0 到 1 之间的数，且 1  ≤ ， 是
结构外加荷载忧动的频率矩阵，方程（6）可以写为： 

[ ]{ } ([ ] ( [ ] [ ]cos )[ ]){ } 0E cr cr GM v K P P t K v        (8) 

即                     
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令 1[ ] [ ]EC K M  

    crA K P K
 1

E G  

所以方程(8)可以化为结构动力学及有限元理论
下的马奇耶-希拉方程式： 

       cos 0C v E θt A v               (10) 

2. 结构动力失稳区 

2.1 无阻尼情况下，结构的奇数激发区域 

首先选取函数 
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把式(11)、(12)、(13)代入式(10)，使得同类项中包含
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2
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从式子(14)中提取矩阵： 
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其主要区域边界的函数可取： 

21 1
( ) 0

2 4
E A C                            (16) 

为了方便计算，选取函数； 
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式(16)展开可得； 
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得到方程： 
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引入参数
2
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 ，动力第一失稳区域值的解为 
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如果 r 的取值远远小于 1 时，即 1r  ，方程的
解可化为为： 
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2.2 无阻尼情况下，结构的偶数激发区域 

选取函数： 
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将式(23)代入式(10)；若同类项 0b 相等，则： 
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若同类项 sin
2

k t 和 cos
2

k t
相等，则： 
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即： 
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式(27)展开可得: 
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动力第二失稳定区域求解： 
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同样，如果 r 的取值远远小于 1 时，即 1r  
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式(27)展开可得： 
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解得： 
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3 数值分析 

采用上述的分析理论，运用 ANSYS 软件和
MATLAB 软件进行分析，得出结构的不稳定区域图
形，如图 1 所示．图中，利用 ANSYS 软件进行有
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限元刚度计算以及结构位移分析，而对于动力不稳
定区域计算则通过 MATLAB 软件编程计算． 

 
图 1  计算流程简图 

Fig.1 The diagram of calculation process  

3.1 空间三杆刚架在无阻尼情况下的动力失稳区域 

空间三杆模型的主要参数：E=2.1×105 MPa，
G=0.84×105 MPa，A=0.02 m2，泊松比 μ=0.3，密度 =7 

850 kg/m³，利用 ANSYS 软件可以求得结构的极限
荷载为：668.23 N，在结构顶点加初始静力为
0.5 668.23 N ．图形如下图 2 所示： 

 

图 2 三杆刚架模型 

Fig.2 The model of three rigid frame 

不考虑结构阻尼影响的情况下，利用 MATLAB

程序计算在 （即动荷载所占的比例大小，此时的

为 0.5）的不同比值下失稳区域值，然后对比与分析
软件计算结果与鲍洛金法[15]计算结果的差异，计算
结果如图 3 所示： 

从图 3 可以看出，本节推导的结构第一不稳定
区域和第二不稳定区域与鲍洛金方程式得到的结果
有一定的相似，本文推导的第一不稳定区域是落在
鲍洛金第一不稳定区域里面．虽然是有一定的差别，
但是却能得到结构失稳区域的范围，有一定的参考
价值．本文第二失稳区域与鲍洛金失稳区域值有很
明显相似性，说明本文推导的方程式的适用性． 
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图 3  三杆模型动力失稳图 

Fig.3 The dynamic instability figure of three models 

3.2 正放四角锥网格结构在无阻尼的情况下的动力

失稳区域 

正放四角锥网格结构的主要参数：截面面积
A=0.000 456 m2 ， 弹性 模量 E=2.06×105 MPa ，
G=0.27×105 MPa，泊松比 μ=0.3，密度 =7 850 kg/m³，
统一使用长度为 m,重量为 kg，力为 N 的单位．考
虑结构自重．结构的每一个上弦节点加初始静力为
1 000 N．利用 ANSYS 软件可以求得结构的极限荷
载为：4 125 N．在进行动力失稳区域分析前，在结
构上上弦节点上附加力大小为：(0 5 4125 1000) N.  

此时的 α 为 0.5．结构布置图如下图 4 所示： 

 

图 4 正放四角锥网格结构模型 
Fig.4 The model of four square pyramid structure 

从图 5 明显可以看出，无论是第一失稳区域或
者是第二失稳区域都与鲍洛金失稳区域相当吻合，
并且看出结构第一失稳区域比较大．虽然对于三杆
结构模型有一定的差别，但是四角锥模型却能较为
准确地分析出结构失稳区域． 
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图 5 .正放四角锥网格结构模型动力失稳图 

Fig.5 The dynamic instability picture of four square pyra-
mid structure 
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4 小结 

基于结构动力不稳定问题的研究基础之上，推
导出动力不稳定区域方程式，并利用 ANSYS 和
MATLAB 软件进行模型分析，得到以下主要结论： 

(1) 通过软件进行模拟分析并与鲍洛金方程式
得到的结果进行比较，验证了本文推导的方程式是
适用的，适用于求解结构在动力荷载作用下的第一、
第二不稳定区域． 

(2) 本文推导公式对不同的模型适应程度不同，
多杆的杆系结构体系适用程度更好． 

(3) 随着 β 的比值不断增大，即动力荷载与静荷
载的比值不断增大，结构的失稳区域也不断增大． 
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