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摘要：不均匀厚度钢圆柱壳体在工程实践中有着广泛的应用，例如工程中垂直安放的各种筒仓结构，高耸钢烟囱结构等．整
个壳体结构由若干均匀厚度的短圆柱钢板拼接而成，由于结构下部的应力通常远大于上部，整个结构的壁厚从上部到下部呈
阶梯式变化．这种结构在空置或部分空置时，在外部压力的作用下易发生屈曲破坏．由于结构复杂的厚度变化形式，屈曲模
态可能有多种形式，如何准确的判断壳体的临界屈曲模态是设计此类结构时的一个难题．一种新的设计方法“加权平均厚度
方法”由作者提出，首先简单介绍了这种方法的理论推导过程，进而利用实例阐述了如何利用这种方法对不同厚度改变形式
的圆柱壳体的临界屈曲应力进行快速准确的评估．利用有限单元法对加权平均厚度法所得结果进行了验证，结果表明加权平
均厚度法相比有限元精确结果略微保守，误差在 6%以内． 
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Evaluation of critical buckling pressure for cylindrical shells with changing 
walls under uniform external pressure using weighted smeared wall method 

CHEN Lei1, YANG Junfen2 
(1. Henan Electric Power Survey&Design Institute, Zhengzhou 450007 China; 

2. School of Civil Engineering, Xi′an Univ. of Arch. & Tech., Xi′an 710055 China) 

Abstract: Steel cylindrical shells of significant size are widely used in practical engineering, as silos and chimneys in electric power 
engineering. These structures are constructed from many short cylindrical shells of different thickness which is changed in stepwise 
type because the stress resultants are much larger at lower levels. Such shells are very susceptible to buckling under external pressure 
when empty or partially filled, but the buckling mode may involve various types due to the complex changes in the shell thickness. 
To identify the accurate buckling mode of the shell is a critical problem in the design process. A new method, weighted smeared wall 
method which determines the critical buckling resistance of such shells was proposed by the author. This paper therefore first intro-
duces the new method and its the theoretical background with practical examples used to demonstrate how this method helps to pro-
duce rapid, safe assessments of cylindrical shells with a wide range of patterns of wall thickness changes. The finite element method 
was used to verify the effectiveness and accuracy of the weighted smeared wall method. The results indicate that the weighted 
smeared wall method is conservative compared with accurate finite element results and the maximum error is smaller than 6%. 
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不均匀厚度钢圆柱壳体在工程实践中有着广
泛的应用，例如垂直安放的各种容器、筒仓结构，
高耸钢烟囱结构等．整个壳体结构由若干均匀厚度
的短圆柱钢板拼接而成，由于结构下部的应力通常
远大于上部，整个结构的壁厚从上部到下部呈阶梯
式变化．对于筒仓结构，结构厚度的变化更加明显，
因为壁厚的设计需考虑固体粒子和器壁之间从上
部到下部累积的摩擦力的影响．对于放置液体的箱
体结构来说，壁厚的设计只与线性变化的内部压力
有关．实际设计中这些结构的壁厚通常呈阶梯式变
化，一方面这样的结构形式满足实际的受力要求，

一方面也便于满足实际的制作安装要求．当此类壳
体结构空置或部分空置时，在风荷载等外部压力的
作用下易发生屈曲破坏．由于壳体复杂的厚度变化
形式，屈曲模态可能有多种形式，如何准确的判断
壳体的临界屈曲模态是此类结构设计时的一个难
题．图 1 为工程中薄壁钢壳体结构屈曲破坏的实例． 

基于 Resinger 和 Greiner 的研究[1-3]，欧洲壳体
规范[4]及建议[5]对厚度阶梯式改变圆柱壳体受圆周
方向均匀压力作用的情况，整个壳体首先被转换为
一个具有 3 部分不同厚度子壳体组成的圆柱壳体，
然后再转化为一个具有等效均匀厚度的圆柱壳
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体．此转化过程导致了一系列复杂的计算，最终所
依靠的图表在实际应用中面临很大困难，而且结构
的力学特性某种程度上也是不清晰的．这个过程对
于工程中设计筒仓和圆柱箱体结构是非常繁琐和
不利的．一种新的设计方法“加权平均厚度方法”
由作者提出，本文首先简单介绍了这种方法的理论
推导过程，进而利用实例阐述了如何利用这种方法
对不同厚度变化形式圆柱壳体的临界屈曲应力进
行快速准确的评估． 

 
图 1 薄壁圆柱壳体在在外部压力作用下的屈曲破坏 

Fig.1 Buckling phenomenon of thin  
cylinders under external pressure  

2 圆柱壳体在均匀外部压力作用下的

屈曲行为 

均匀厚度圆柱壳体在均匀外部压力作用下的
屈曲压力与壳体的几何参数有关．当屈曲时的轴向
波长增大时，屈曲压力快速减小．屈曲压力也受壳
体厚度的影响：较薄壳体的临界屈曲压力较小． 

均匀厚度圆柱壳体在均匀外部压力作用下的
线性屈曲压力可以通过对式(1)取最小值获得[6-8]  
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其中： ( )m r t   ，r 为壳体的半径， t为壁
厚，E 为杨氏弹性模量，ν 为泊松比，m为沿圆周
方向完整屈曲波数目，为无量纲长度参数，表达
式为 
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其中：l 为半个屈曲波的长度，对均匀厚度壳体，
数值上等于壳体的整体高度．中等长度圆柱壳体的
范围根据 EN1993-1-6 (2007)[4]定义为 
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其中：C 为屈曲压力因子，用于表示不同边界条件
的影响．中等长度壳在均匀外部压力作用下屈曲压
力的经典表述式为[4] 
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式(4)是Ebner[9]根据经典线性Donnell壳体屈曲
理论[8]获得的． 

根据 Singer 和 Yamaki[10]对壳体边界条件符号
的定义，式(1)-(4)都是基于对壳体两端采用经典的
简支条件得到的．通过研究发现[11]，对于中等长度
的圆柱壳体，不同边界条件对结构承载力的影响可
以通过对式(4)乘上外部压力因子 C [4]来考虑． 

对厚度阶梯式改变的圆柱壳体，其厚度从上到
下逐步增加，在外部压力作用下发生失稳时，顶部
厚度最薄部分壳体总是参与屈曲变形．当最薄壳体
下部较厚壳体子部分也参与屈曲变形时，由于屈曲
波长的增加，壳体潜在的屈曲强度可能会变小．但
同时厚度的增加也可能提高壳体潜在的屈曲强度
(式 4)．长度和厚度同时的变化导致两个相反的趋势，
因此当壳体厚度呈阶梯式变化时，决定其临界屈曲
高度非常关键．厚度变化形式的变化很容易导致临
界屈曲模态及临界屈曲压力的变化．这也是当前规
范中解决此类问题的方法[4]相当复杂的原因． 

3 加权平均厚度法 

对于不均匀厚度圆柱壳体，Trahair 教授等[14]

假定屈曲模态沿高度和圆周两个方向都为正弦变
形，然后评估屈曲区域内壳体相应的“等效厚度”，
屈曲压力用等效厚度进行计算．本文提出的加权平
均厚度法的思想就是基于上述内容．本文所讨论壳
体厚度沿高度方向呈阶梯式变化，沿圆周保持为常
数，在均匀外部压力荷载作用下，壳体屈曲模态假
定为 
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其中：w 为壳体径向位移，A 为屈曲波的振幅， z
和 分别为高度和圆周向坐标，m 为圆周方向屈曲
波的个数．相比径向位移，壳体的高度和圆周方向
的位移可以忽略．这样壳体的屈曲位移和曲率只与
径向位移有关．考虑到壳体的对称性，壳面的扭曲
可以忽略，壳体屈曲时由弯曲引起的应变能 bU 用式

(6)表达为 
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其中： 3 2( ) [12(1 )]zD z Et   为壳体的弯曲刚度，r

为半径，ν为泊松比， xK 、K 分别为壳体在竖向平
面和圆周平面内的曲率变化，可以用式(7)、（8）表
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达为 
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壳体屈曲时由中面拉伸引起的应变能 mU 可以

表达为 
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其中： 2( ) (1 )zC z Et ν  为壳体的薄膜刚度， zt 为壳
体壁厚，沿高度方向变化．总的应变能为弯曲应变
能和拉伸应变能之和 
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把式(7)、(8)代入式(6)可以得到壳体屈曲时弯
曲应变能的增量 
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壳体屈曲发生之前圆周方向的应变 0 为 
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圆周方向上的应力集度通过式(13)计算 
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其中：E 为弹性模量， crp 为作用于壳体的临界屈曲
压力， z 和  分别为屈曲后高度和圆周方向的应
变．由式(12)及(13)可知，壳体高度和圆周方向屈曲
前和屈曲后的应变关系可以表示为 
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考虑到： 
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轴向应变 z 可以表达为:                                                                          

0z

w
ε vε

vr
                                   (16) 

其中：w 为径向位移，把式(15)、（16）代入式(9)

可以得到壳中性面的拉伸应变能如式(17)所示 
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(17) 

式(17)的第一项只与屈曲前的应变 0 有关，表

示屈曲前的应变能．屈曲过程中由壳体中性面拉伸
引起的应变能增量表示为 
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屈曲过程中总的应变能增量可以表示为 
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其中： 4 4 2 2
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屈曲过程中外部压力所做的功可以表示为 
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由能量原理，令式(19)、(20)相等，由此计算得
到壳体的临界屈曲压力表达式为 
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屈曲过程中，结合式(21)验算，弯曲应变能远
大于拉伸应变能，因此只考虑式(21)中的第一项，
结合式(1)，可以得到壳体的等效厚度计算式，如式
(22)所示 
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圆柱壳体的厚度沿圆周为一常数，因此等效厚
度沿圆周方向不需要积分，式(22)可简化为 
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如果壳体屈曲模态包含 n 部分壳体，式(23)简
化为对每部分常厚度壳体进行积分后的叠加，如式
(24)所示 

3 3
1
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1
( ) [ ( - )], 1 2
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eq i i i
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t t x x i n
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
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其中： [ -( 2 )sin( 2π )]i i ix h l h l ，sin 项提供了对厚
度加权评估的量度．屈曲波的高度为 l ，对应于参
与屈曲变形的壳体的总高度．从壳体顶部到第 i 部

分壳体的距离定义为 ih ，如图 2 所示(当 1i  时，

0 0h  , 0 0x  )． 

h1 
h2 

hi 

第 i 部分 
子壳体 

 
图 2 参数 hi 的定义 

Fig.2 The definition of parameter ih  

如前文所述，决定厚度阶梯式变化圆柱壳体屈
曲压力的主要困难是确定壳体的临界屈曲模态：具
有最低屈曲压力的变形模态．利用加权平均厚度法
可以容易的解决这个问题．首先，对所有可能的屈
曲模态进行验算．屈曲模态的半波长 l 可以仅为上
部最薄壳体的高度，或者为壳体上部若干部分的高
度，也可以为壳体整个高度．每个屈曲模态的等效
厚度及其最小的屈曲压力用式(24)、(4)分别进行评
估，从而产生一系列对应于不同屈曲高度的屈曲压
力．具有最低屈曲压力的屈曲高度即为此壳体的真
实临界屈曲模态． 

4 利用加权平均厚度法和有限元法评

估屈曲模态和屈曲压力 

4.1 不同厚度变化形式圆柱壳体的定义方法 

基于规范API650附录A中定义[15]的基本模型，
本节对加权平均厚度法的有效性进行计算验证．参
考模型具有确定的临界屈曲高度，而方法的有效性
需通过对具有不同厚度变化形式壳体的屈曲模态
进行验证．不同的壁厚变化形式通过调整参考模型
中各部分壳体壁厚的比例得到．壳体第 i 部分壳体
的厚度由式(25)确定 

1 1( )i b bi bt t k t t               (25) 

参考模型第 i 部分壳体的厚度用 bit 表示，其值

相对于上部最薄壳体进行无量纲化．其中最薄部分

壳体的壁厚 1bt =4 mm 作为参考厚度，下部壳体的厚

度等于 1bt 加上 k 乘以参考模型中的厚度 bit 与 1bt 的

差值．因此 1k 对应于 API 650 中的参考模型，
0k 对应于均匀厚度壳体(t=4 mm)，较大的 k 值赋

予下部壳体较大的厚度，使屈曲发生在上部较薄的
壳体．上述壳体厚度的定义可以参考图 3 进行理
解．不同的厚度变化形式通过调整式(25)中的参数 k

来实现．这些壳体具有不同形式的临界屈曲模态，
其形式取决于 k 值．因此参数 k 在以下的讨论中需
引起注意． 

 

图 3 基于参考设计的不同的厚度变化形式 
Fig. 3 Different wall thickness distributions obtained by 

systematically varying a reference design  

4.2 加权平均厚度法计算屈曲压力 

本节利用加权平均厚度法研究具有不同厚度
变化形式圆柱壳体的屈曲行为．对 6 种不同厚度变
化形式的圆柱壳体所计算的等效厚度 teq 如图 4 所
示．每条曲线对应于一种厚度变化形式，曲线上的
标示点表示对所假设屈曲高度根据式(24)计算所得
等效厚度．等效厚度 teq 都相对于顶部最小厚度(t

b1
 

=4 mm)取无量纲值．等效厚度会随着屈曲高度的增
加而一直增加，因为下部的壳体总比其上部的壳体
要厚． 

对每个假设的屈曲高度，把计算所得等效厚度

eqt 和屈曲高度代入经典的屈曲压力计算公式得到

此屈曲高度的加权平均屈曲压力 Scrp , ，如式(26)

所示 

l/r=0.9
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2 2 50 92 ( )( ) 0 92 ( )( ) .
, . .

eq eq eq
cr S

rt t tr
p E E

l r l r
    (26) 

式(26)中 l 为所假设的屈曲高度．式(26)适用于根据

式(3)定义的中等长度的圆柱壳体．对于 20 eql rt＜

的等效圆柱体，屈曲压力的计算可以通过对式（26）
乘以压力因子 Cθs，其值根据欧洲壳体规范 EN 

1993-1-6(2007)附录 D[4]中的定义确定(式 27)： 

  1 35

3
1 ( )

.s
eq

C 
                            (27) 

 
图 4 壳体等效厚度与假设屈曲高度的关系 

Fig.4 Equivalent thickness teq against the potential buckling 
height for different wall thickness distributions 

 
图 5 不同厚度变化形式圆柱壳体临界屈曲压力比值与假设

屈曲高度的关系 
Fig. 5 Calculated weighted smeared buckling pressure 

for each potential buckle in several  
different wall thickness distributions 

通过上述分析，每个假设的屈曲高度都对应于
各自的参考屈曲压力 ,cr Sp ．计算所得屈曲压力比值

cr S cr D topp p, , , 与所假设屈曲高度的关系如图 5 所

示． , ,cr D topp 为屈曲发生在顶部最薄部分(上部 4 部

分子壳体)壳体时的屈曲压力，根据式(4)确定，其
值不随厚度变化形式的变化而变化．图 5 中每条曲
线的最小值对应于此壳体厚度变化形式的真实临
界屈曲压力． 

对于厚度接近均匀的圆柱壳体(k=0.1), 屈曲压
力随着假设屈曲高度的增加逐步减小，因此当屈曲
高度为壳体全部高度时，屈曲压力最小．相反，如
果壁厚从最上部开始快速增加(k=18), 临界屈曲模
态发生在上部最薄部分壳体(图 3 中厚度为 4.0 mm

的部分)．当 k 值适中时(大部分实际结构属此类)，

屈曲压力首先随着屈曲高度的增加减小，达到一个
最低点后又随着屈曲高度的增加逐步增大，其最小
值即为所要求得的临界屈曲压力．此时，临界屈曲
模态包含若干具有不同厚度的壳体, 有时不同的屈
曲高度对应相近的临界屈曲压力． 

 
厚度分配因子 k 

 (a)屈曲压力比值和厚度变化因子 k 的关系 

 
厚度分配因子 k 

(b) 较小 k 值的结果 

图 6 屈曲压力比值和厚度变化因子 k 的关系 
Fig.6 Relationship between the buckling pressure ratio and 

the wall thickness distribution factor k 

图 5 中每条曲线的最小值不仅对应其临界屈曲
压力值，也表明了临界屈曲模态涵盖的物理高
度．为了证实加权平均厚度法的有效性，厚度阶梯
式 改 变 圆 柱 壳 体 的 屈 曲 行 为 利 用 有 限 元 软 件
ABAQUS 进行了精确评估(图 6)．参考压力 Dcrp , 是

基于最薄厚度 1bt 和实际临界屈曲高度根据式(26)计

算的．壳体底端分别采用 S1 和 S3 边界条件．对 S1，
壳体高度方向的位移受到约束，对于 S3，壳体高度
方向位移无约束．对各种厚度变化形式，与有限元
结果相比，加权平均厚度法可以对屈曲压力进行准
确且略微保守的评估．除整体屈曲模态外，有限元
结果不受壳体底部边界条件的影响(S1 或 S3)．相对
均匀圆柱壳体(较小 k 值)的计算结果如图 6b 所示． 

当壁厚相对均匀时(图 6b), 屈曲波长延伸至壳
体的整个高度，壳体底部的边界条件因此会影响有
限元的结果．对 S3 边界条件，压力比值随 k 值减
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小趋于 C=1.0，对于 S1 边界条件压力比值随 k 值减
小趋于 C=1.25．上述计算表明厚度变化形式对厚度
阶梯式改变圆柱壳体的屈曲模态和屈曲压力有很
重要的影响． 

5 基于精确的有限元评估对加权平均

厚度法所得结果进行调整 

从上述讨论可以清楚看到厚度阶梯式改变圆
柱壳体的屈曲模态可以分为 3 类：整体屈曲模态，
混合厚度局部屈曲模态以及顶部最薄区域屈曲模
态(图 6)．依据此分类，可以对根据加权平均厚度法
评估的屈曲压力进行经验性的调整，使其更接近准
确的有限元计算结果． 

当临界屈曲模态位于顶部最薄区域时（厚度为

1t 区域)，如图 7 所示，屈曲压力受最薄壳体下部壳
体厚度 2t 的影响．调整后的屈曲强度可以用式(28)

进行评估： 

1 2

2 1

[1.4 0.7( )] ( 5)cr cr s

t t
p p

t t
  , ＜      (28) 

其中：
cr Sp ,

其中为用本文加权平均厚度计算所得结

果， crp 为根据有限元计算调整后的结果． 

 
壁厚比值 t1 /t2 

图 7:有限元及加权平均厚度法计算壳体临界屈曲压力（顶

部最薄部分壳体屈曲模态） 
Fig.7: Top zone buckling: Discrepancy between FE and 

smeared wall buckling pressures for all modes 

当临界屈曲模态为涉及壳体整个高度的整体
屈曲模态时，屈曲强度受到壳体底部边界条件的影
响．圆柱箱体结构通常为非锚固结构，底部对应于
S3 的边界条件．筒仓结构和某些箱体结构通常为锚
固结构，底部对应于 S1 的边界条件，从而具有更
高的屈曲强度．非锚固箱体结构的屈曲强度可取做

,cr cr sp p ，其值与有限元结果相比误差在 5%以

内．对锚固的筒仓及箱体结构，其屈曲强度与

beq tt / 有关(图 8)．其中 为等效厚度， 为壳体

最底端部分的厚度．式(29)给出了屈曲压力值的拟

合计算公式，调整后结果相比有限元结果误差在
1%以内． 

2{ 1.08+4.4( ) 2 017( ) }eq eq
cr cr S

b b

t t
p p

t t
  ,     (29) 

 

壁厚比值 teq /tb 
图 8 屈曲压力比值和厚度变化因子 k 的关系 

Fig.8 Relationship between the buckling pressure ratio 
and the wall thickness distribution factor k 

对于混合厚度局部屈曲模态，大多数情况下加
权平均厚度法略微低估了其屈曲压力值，大部分结
果误差小于 6%，壳体底端边界条件的影响很小，
加权平均厚度法可以对壳体屈曲压力直接给出较
准确的保守评估值，屈曲强度可取做 ,cr cr sp p ． 

6 结论 

本文利用加权平均厚度法研究了锚固或非锚
固厚度阶梯式改变圆柱壳体在均匀外部压力作用
下的屈曲行为，基于规范 API650 附录 A 中定义[15]

的模型，探讨了该方法评估壳体临界屈曲模态及屈
曲压力的准确性．主要结论如下： 

(1) 加权平均厚度法可以准确的评估壳体的屈
曲模态和屈曲压力，其结果与有限元计算的精确结
果相比误差很小，根据屈曲模态的不同，最大误差
在 6%左右，加权平均厚度法得出的结果偏于保守． 

(2) 针对不同的厚度变化形式，屈曲模态可以
分为 3 类:整体屈曲模态，混合厚度局部屈曲模态以
及顶部最薄区域屈曲模态．壳体的临界屈曲模态(具
有最低屈曲压力)取决于壳壁的厚度变化形式． 

(3) 新的方法对大范围内的壳壁变化形式都可
以给出准确的结果，而且比当前欧洲壳体规范中的
方法[4]更易于实际使用． 
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