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结构性能概率模型的小样本建模方法 
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摘要：目前通过试验建立结构性能概率模型的过程中，一般采用经典统计学中的矩法推断其中关键的计算模式不定性系数的概
率特性，并以此为基础推断结构性能的概率特性；但样本容量不足时，矩法的推断结果会受到显著的统计不定性的影响，存在
较大的因过高估计结构性能而导致额外失效风险的可能．针对目前试件数量（样本容量）普遍不足的现象，利用贝叶斯法提出
建立结构性能概率模型的小样本方法，与矩法、区间估计法、一般贝叶斯法的对比分析结果说明：在统计不定性的反映程度、
推断结果的等效置信水平和推断结果本身等方面，文中贝叶斯法都具有较好的表现，推断结果稳妥、适中，且便于应用，可作
为小样本条件下建立结构性能概率模型的一个基本方法． 
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Small samples method to establishment for the probability characteristic of  
structural performance  

YAO Jitao, CHENG Kaikai , SONG Can 

( School of Civi. Eng. , Xi′an Univ. of Arch. & Tech. , Xi′an 710055, China) 

Abstract:At present, in the process of establishing the structural performance probability model through the structural test, the 
probability characteristic of key model uncertainty coefficient is inferred from the moment method in classical statistics. On the basis of 
this, one can infer the probability characteristic of structural performance. However, a limited number of samples will cause uncertainties 
in the estimations of statistical parameters using the moment method and overestimate the structural performance, which will lead to 
additional failure risk of structures. Aimed at the insufficiency of sample numbers, the paper proposes the small samples method to 
establish the probability characteristic of structural performance using the Bayesian method. According to comparative analysis among 
the moment, the interval estimation methods and the Bayesian method, it shows that the proposed Bayesian method not only does well in 
reflecting statistical uncertainty, ensuring the confidence level of inference result and the inference result itself, but also its inference 
result is more accurate and convenient to put it into use, which can be used as a basic method to establish the structural performance 
probability model under the condition of small samples. 
Keywords: structural performance; structural test; probability model; statistical inference; statistical uncertainty 

目前通过试验建立结构性能概率模型的过程中，
一般采用经典统计学中的矩法推断其中关键的计算
模式不定性系数的概率特性，并以此为基础推断结构
性能的概率特性[1,2]．理论上讲，矩法仅适用于样本容
量（试件数量）很大的场合[3]，而试验建模中的试件
数量往往有限，很难达到大样本容量的要求，这时矩
法的推断结果会受到显著的统计不定性的影响[4]，并
直接影响对结构性能概率特性的推断，存在较大的因
过高估计结构性能而导致额外失效风险的可能．欧洲
规范在推断结构抗力设计值时建议，样本容量不大于
100时应采用与经典统计学方法不同的小样本推断方
法．这可作为试验建模中需考虑统计不定性影响的参
考标准．但目前无论样本容量多少，均不加区别地采
用了经典统计学的方法，可能因统计不定性的影响而

过高估计结构的性能，导致额外的失效风险．这是目
前试验建模中涉及基本方法的一个普遍问题，对结构
的可靠度分析和设计都有着全局性的影响． 

论文将针对目前试件数量普遍不足的现象，研究
小样本条件下建立结构性能概率模型的方法，合理反
映统计不定性对推断结果的影响． 

1  建模的基本步骤 

结构性能的概率模型一般可表达为[5] 

       1( , , )mY g X X             (1) 

式中： ( )g  为结构性能函数； 1, , mX X 为几何参数、
材料性能等影响因素； 为反映尺寸效应、时间效应、
环境条件、工艺条件等影响的计算模式不定性系
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数．这里将 分解为两部分，即 

       at  +=                 (2) 

式中： t 为实验室条件下的计算模式不定性系数，可
直接根据试验结果来推断； a 为反映实际条件影响的
计算模式不定性系数，需要通过对比试验或经验分析
确定． 

设实验室中通过 n 个试件的试验得到 1, , mX X
和Y 的 n 组数据 1, ,, , ,i m i ix x y （ 1,2, ,i n  ），这时

建立结构性能概率模型的基本步骤如下： 

(1) 通过对试验数据的拟合或对理论分析结果的
修正，建立结构性能函数 ( )g  ．它一般应满足或近似
满足 

     1, ,
1

1
( , , )

n

i m i
i

y g x x
n 

            (3) 

(2) 确定 t 的值 1, , nz z ，它们为结构性能Y 的实
测值与计算值的商，即 

1, ,( , , )
i

i
i m i

y
z

g x x



 1,2, ,i n        (4) 

并据此推断 t 的均值
t

 和标准差
t

 ． 

(3) 确定 a 的均值
a

 和标准差
a

 ，并计算 的

均值  和标准差  ． 

(4) 根据已知的影响因素 1, , mX X 的概率特性
[6]，确定结构性能函数 1( , , )mg X X 的均值 g 和标准

差 g ，并计算结构性能Y 的均值和标准差，它们分

别为 

( )
t aY g g                    (5) 

2 2 2 2
Y g g         

2 2 2 2 2( ) ( )
t a t ag g            

(5) 确定结构性能Y 的概率分布形式，最终形成
完整的结构性能概率模型．一般直接假定其服从对数
正态分布或正态分布[7]． 

推断计算模式不定性系数的概率特性是上述建
模过程中的关键步骤，这里以此为重点讨论结构性能
概率模型的建模方法． 

2  目前建模方法 

虽然目前未明确对计算模式不定性系数 按式(2)

进行分解，但其推断过程实际上包含着类似的两个步
骤：根据试验结果推断实验室条件下计算模式不定性
系数 t 的概率特性；根据经验对其做适当调整，以考

虑实际条件的影响．一般采用经典统计学中的矩法推
断 t 的均值和标准差，其结果分别为[1,2] 

1

1
ˆ

t

n

i
i

z z
n



                (7) 

2
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ˆ ( )

1t

n

Z i
i

s z z
n



  
        (8) 

理论上讲，矩法仅适用于样本容量 n 很大的场合[3]，
而试验建模中的试件数量往往有限，很难达到大样本
容量的要求，这时矩法的推断结果会受到统计不定性
的影响[4]． 

所谓统计不定性指因样本容量不足而产生的推
断结果的不确定性．样本容量 n 不足时，即使无试验
误差，也不能断定均值、标准差的推断值 ˆ ˆ

t t  、 为

其真值
t t  、 ；若重复做同样的多组试验，各组的

推断结果之间也往往存在差异，且样本容量越小，差
异一般越大．这些均为推断中统计不定性的表现，一
般可以一定置信水平下推断结果的相对误差反映统
计不定性的影响． 

设 1, , nZ Z 为通过试验拟获得的 t 的 n 个样本
（随机变量），且服从与 t 同样的概率分布，一般假

定它们均服从正态分布 2N( )
t t  , [1,2]．按照矩法，

推断
t t  、 的统计量分别为 
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                (9) 
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  
        (10) 

它们亦为随机变量，且随机性越大，推断中的统计不

定性越大．令 ,
,

t t

t
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T
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

= ，它

们分别为矩法推断结果 ˆ ˆ
t t  、 可能具有的相对误

差．可以证明 

, ,t t t t
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它们分别服从标准正态分布和自由度为 1n  的卡方
分布[8]．这时利用区间估计法[3]，可得一定置信水平
下相对误差 , ,t t

E E   、 的上、下限． 

图 1 所示为置信水平C =0.9、变异系数
t

 =0.15

的典型情况下相对误差 , ,t t
E E   、 的上、下限．可见：

样本容量较小时，矩法推断结果存在着较大的相对误

(6)
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差，受统计不定性的影响显著，且主要存在于对标准
差的推断中．换言之，矩法的推断结果，特别是对标
准差的推断结果，会在较大的范围内波动，存在较大
的因过高估计结构性能而导致额外失效风险的可能． 
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图 1  t 概率特性推断结果相对误差的上、下限 

Fig.1  The upper and lower value of relative error for 
inference result of probability characteristic for t  

3  区间估计法 

为考虑统计不定性的影响，样本容量 n 较小时，
宜采用较矩法保守的方法推断

t
 的概率特性，其中

较常用的方法是区间估计法[3]．这时可构造统计量 
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它们分别服从自由度为 1n  的 t 分布和自由度为
1n  的卡方分布[8]．分别令 
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在获得样本实测值 1, , nz z 后，可得均值
t

 的下限估

计值和标准差
t

 的上限估计值，即 
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式中： 2
( 1, ) ( 1,1- )n C n Ct  、 分别为自由度为 1n  的 t 分布

的 C 分位值和自由度为 1n  的卡方分布的1 C 分位
值[8]；C 为置信水平，一般取（0，1）间较大的值，
反映了对

t
 ≥ ˆ

t
 和

t
 ≤ ˆ

t
 的信任程度[3]． 

区间估计法虽可给出较矩法稳妥的结果，但推断

中必须确定置信水平 C ，它对推断结果有着直接影
响，且数值越高，影响越大．置信水平并不存在理论
上的值，需依据经验选择，受主观因素的影响较大，
这给建模方法的统一和建模结果的比较带来一定的
困难，不便于应用． 

4  贝叶斯法 

贝叶斯法[9]同样可在小样本条件下给出较矩法稳
妥的结果，但可回避对置信水平C 的选择．这时需采
取以下步骤：视计算模式不定性系数 t 的概率分布为
关 于 未 知 参 数

t t  、 的 条 件 概 率 分 布

1 2( , )
t

t t

f t u u
 

  ,
，它仍为正态分布；同时，视未知参

数
t t  、 为随机变量，并利用先验信息确定其联合

先验分布；利用贝叶斯公式，确定
t t  、 的联合后

验分布；利用条件概率分析方法，进一步确定 t 的概
率分布 ( )

t
f t ，据此确定未知参数

t t  、 的估计值． 

贝叶斯推断中的关键问题是如何确定未知参数
的先验分布，它不可避免地要受到主观因素的影
响．在这一方面，Jeffreys 提出的无信息先验分布因
对未知参数的取值无任何偏爱而能够较大程度地降
低主观因素的影响[10]，在贝叶斯推断中得到广泛应
用 ． 现 行 国 际 标 准 ISO2394:1998[7] 和 欧 洲 规 范
EN1990:2002[11]中均采用了基于 Jeffreys 无信息先验
分布的贝叶斯法． 

分布参数
t t  、 未知时，它们的 Jeffreys 无信

息联合先验分布为[10] 

1 2
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1
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v v

v   ,            (19) 

式中： 表示“正比于”．利用样本实测值 1, , nz z ，
可得似然函数 
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  (20) 

利用贝叶斯公式，可得
t t  、 的联合后验分布： 

1 1 2 1, , , ( , , , )
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  (21) 

利用条件概率分析方法，可得 t 的概率分布：        
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故，
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服从自由度为 1n  的 t 分布，其均值 

和标准差分别为 0 和
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[8]．由此可得
t t  、 的 

估计值，即 
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它适用于样本容量 n ≥4 的场合，一般的试验建
模中均可满足这一要求． 

这里的贝叶斯法与一般的贝叶斯法存在着差
别．按一般贝叶斯法[9]，在得到

t t  、 的联合后验

分布后，则分别确定
t t  、 的边缘分布，并以

t t  、 的均值作为其估计值．根据式（21），
t t  、

的边缘分布分别为 
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故 t

Z

z

s n

 
服从自由度为 1n  的 t 分布，

2
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( 1)

t

Zn s




服

从自由度为 n 的卡方分布[8]．利用这两个分布的性质，
通过积分计算，可得一般贝叶斯法的估计值，即 

ˆ ( )
t t

E z                  (27) 

[( 1) 2] 1
ˆ ( )

( 2) 2t t Z

n n
E s

n     
 


     (28) 

5  对比分析 

5.1 统计不定性的反映程度 

无论采用矩法、区间估计法、一般贝叶斯法还是
本文贝叶斯法，样本容量较小时推断中的统计不定性
都是存在的．矩法和区间估计法推断中的统计不定性
表现为统计量的随机性，而贝叶斯法推断中的则表现
为分布参数的随机性． 

矩法是依据统计量的均值建立的，未充分考虑统
计量的随机性，因此也不能充分反映统计不定性对推
断结果的影响．区间估计法则是依据统计量的分位值
建立的，置信水平较高时，其考虑统计量随机性的程
度亦较高，可较充分地反映统计不定性的影响．一般
贝叶斯法是依据分布参数的后验分布建立的，它以均
值作为分布参数的推断结果，亦不能充分反映统计不
定性的影响．文中贝叶斯法是以分布参数的后验分布
为权函数，按式（22）对 t 的条件概率分布加权平均
后，依据 t 的概率分布建立的，它考虑了分布参数所
有可能的取值及其概率，这也意味着它可全面反映统
计不定性对推断结果的影响；相对而言，区间估计法
是局部地反映了统计不定性的影响． 

5.2 推断结果的等效置信水平 

矩法、贝叶斯法中虽无置信水平的概念，但隐含
着等效的置信水平．令它们的推断结果与区间估计法
的相等，便可确定相应的等效置信水平．例如，对于
文中贝叶斯法，可令 
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通过独立求解关于C 的这两个方程，可分别确定

t t  、 推断结果的等效置信水平． 

图 2 所示为矩法和贝叶斯法推断结果的等效置信
水平，可见：均值推断结果的等效置信水平均为 0.5；
在标准差的推断中，矩法和一般贝叶斯法的等效置信
水平相近，但均低于 0.5，特别是当样本容量较小时；
文中贝叶斯法中标准差推断结果的等效置信水平在
样本容量为 4~70 时为 0.58~0.85，且样本容量越小，
等效置信水平越高．统计不定性的影响主要存在于对
标准差的推断中，等效置信水平越高，对统计不定性
的考虑越充分．按区间估计法的观点，标准差推断结
果的等效置信水平应高于 0.5，特别是在样本容量较
小时．文中贝叶斯法的等效置信水平满足这种一般性
要求，但矩法和一般贝叶斯法等效置信水平过低． 
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图 2 矩法和贝叶斯法推断结果的等效置信水平 

Fig.2  The equivalent confidence level of inference result for 
the moment and the Bayesian method 
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图 3  各种方法中标准差的推断结果 

Fig.3  The inference result of the standard deviation of 
various methods 

5.3  推断结果 

对于均值，矩法和贝叶斯法的推断结果均为 z ；
区间估计法的则低于 z ，较为稳妥．但相对而言，均
值推断结果相对误差较小，n =5 时为0.110~0.110，n 

=10 时则缩减为0.078~0.078，受统计不定性的影响
有限，按矩法和贝叶斯法可给出相对准确的结果． 

为比较标准差的推断结果，这里取 1Zs  ．图 3

所示为各种方法中标准差的推断结果，可见：矩法的
最低；一般贝叶斯法的与之相近；区间估计法的推断
结果与置信水平有关，但置信水平为 0.58 时已明显高
于前两种方法的结果，特别是在样本容量较小时；文
中贝叶斯法的推断结果亦明显高于矩法和一般贝叶
斯法的结果，介于置信水平为 0.58 和 0.85 的区间估
计法的结果之间，且样本容量越小，数值越大．按区
间估计法推断材料强度的标准值时，一般取置信水平
为 0.60~0.90．参考这一标准，贝叶斯法的推断结果是
适中的，但矩法和一般贝叶斯法的偏于冒进． 

综上所述，文中贝叶斯法不仅回避了区间估计法
中因置信水平的选择而带来的困难，更便于应用，而
且可全面反映统计不定性的影响，其均值的推断结果

相对准确，而标准差推断中的等效置信水平可满足一
般性的要求，推断结果稳妥、适中，可作为小样本条
件下建立结构性能概率模型的一个基本方法． 

6  结论 
推断计算模式不定性系数的概率特性是建立结

构性能概率模型的关键．针对样本容量普遍不足的现
象，重点研究了实验室条件下计算模式不定性系数概
率特性的推断方法，结论如下：  

(1) 样本容量较小时，无论采用哪种方法，推断
中的统计不定性都是存在的．目前采用的矩法未充分
反映统计不定性的影响，推断结果受统计不定性的影
响显著，且主要存在于对标准差的推断中，相应的等
效置信水平过低，推断结果偏于冒进，存在较大的因
过高估计结构性能而导致额外失效风险的可能．一般
贝叶斯法存在与矩法同样的缺陷． 

(2) 区间估计法较充分地反映了统计不定性的影
响，可给出较矩法和一般贝叶斯法稳妥的结果，特别
是在样本容量较小时，但必须人为选择置信水平，受
主观因素的影响较大，给建模方法的统一和建模结果
的比较带来一定困难，不便于应用． 

(3) 文中贝叶斯法可全面反映统计不定性的影
响，其均值的推断结果相对准确，而标准差推断中的
等效置信水平可满足一般性的要求，推断结果稳妥、
适中，同时回避了区间估计法中的困难，更便于应用，
可作为小样本条件下建立结构性能概率模型的一个
基本方法． 
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