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轴、横向荷载下微倾单桩地基反力法的解析解 
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摘要：对轴、横向荷载下微倾单桩侧向变形和内力进行研究，求得地基反力系数为常数时的解析解．采用 Fortran 语言编制
了计算程序，并通过与模型试验结果进行对比来验证解及程序的可靠性．算例分析表明，桩身最大位移和最大弯矩随桩身初
始倾角的增加而近似线性增大，且其变化速率随轴向荷载的增加而增大；桩身最大位移和最大弯矩随轴向荷载的增加而增大，
且其变化速率随桩身初始倾角和轴向荷载的增加而增大．桩顶自由时桩身最大弯矩距离地面的距离随桩身初始倾角的增加而
增大，且其变化速率随桩身初始倾角的增加或力矩荷载的减小而减小；桩身最大弯矩距离地面的距离随轴向荷载的增加而近
似线性减小．所得解答使桩身侧向响应计算更符合工程实际． 
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Analytical solutions for slightly inclined single piles under simultaneous axial 
and lateral loading by subgrade reaction method 

ZHANG Lei1, JIAO Dan2 

(1.School of Civil Engineering, Xiʹan Univ. of Arch. & Tech., Xiʹan 710055, China;  
2. School of Science, Xiʹan Univ. of Arch. & Tech., Xiʹan 710055, China) 

Abstract: The lateral deformations and internal forces of the slightly inclined single pile under axial and lateral loads were investi-
gated, and the analytical solutions were deduced when the coefficient of subgrade reaction is a constant. The relevant computer pro-
gram was developed with Fortran language, and a comparison with the model test results was made to show their validity. The calcu-
lation results indicate that both the maximum displacement and bending moment increase approximately linearly with the increase of 
the initial inclination angle of pile shaft, and their changing rates increase with the increase of the axial load. The maximum dis-
placement and bending moment increase with the increase of the axial load, and their changing rates increase with increases of the 
initial inclination angle and the axial load. When pile head is free, the distance between the position of the maximum bending mo-
ment and ground increases when the initial inclination angle of pile shaft increases, and its changing rate decreases when the initial 
inclination angle of pile shaft increases or the moment load decreases. The distance between the position of the maximum bending 
moment and ground approximately decreases linearly with the increase of the axial load. The presented solutions make the calcula-
tion of lateral pile responses more accordant to engineering practice. 
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桩基础既可以承受由上部结构和桩身自重等
引起的轴向荷载，也可以同时承受风荷载、流水压
力、车辆制动力和牵引力、离心力、船只或汽车的
撞击力等水平荷载[1]．水平荷载使桩身产生侧向变
形和内力，而轴向荷载使其进一步加大[2]，即P-

效应．横山幸满[3]给出了单层地基中地基反力系数
为常数时，轴、横向荷载共同作用下半无限长桩侧
向变形和内力的解析解．假定地基反力系数沿深度
线性增加，张玲等[4]提出了层状地基中桩身侧向响
应的幂级数解．张磊等[5]基于三参数形式的地基反
力系数提出了半解析解．另外，姚文娟等[6]用有限
杆单元法，Karthigeyan等[7]和郑刚等[8]用有限单元
法，赵明华等[9]用试验的方法分别进行研究，并得
到很多有益的结论． 

上述研究[2-9]均认为荷载施加前桩身为竖直的，
但工程中多种原因可使其存在初始微倾斜[10]：灌注
桩在施工时，桩身可能因桩孔倾斜而倾斜；预制桩
在施工时，桩身可能因垂直度控制不好而倾斜．陈
荣保等[11]和NADEEM等[12]采用数值模拟、郑刚等
[10]和CHAN等[13]通过模型试验及郑刚等[13]通过现
场试验对微倾桩的竖向承载性状展开研究，但目前
对轴、横向荷载共同作用下微倾桩水平承载性状的
研究还很鲜见．赵明华等[15]通过室内模型试验研究
了轴、横向荷载共同作用下微倾木桩的水平承载性
状．赵明华等[16]提出了地基反力系数沿深度线性增
加时的有限杆单元法，但桩身水平位移被预先假定
为深度的三次幂函数．另外，对于超固结黏土和密
砂，地基反力系数可取为常数[17-18]． 
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考虑桩身初始微倾斜，结合桩顶、底的边界条
件，推导出地基反力系数为常数时轴、横向荷载共
同作用下桩身侧向变形和内力的解析解，及桩身最
大位移、最大弯矩及其所在位置的计算方法．采用
Fortran 语言编制了计算程序．通过与模型试验的实
测结果进行对比来验证解及程序的可靠性，进一步
分析了桩身初始微倾斜、轴向荷载等因素对桩身侧
向响应的影响． 

1  控制方程及解 

1.1 方程的建立 

如图1所示，一根桩上半段露出地面，下半段
沉入土中．桩身存在初始倾斜，倾角为，其值远
小于1，并以向右倾斜为正．桩顶作用水平力Qp、
力矩Mp和轴向力Np．地面以上及以下桩长分别为H0

和H1，并在各段上分别建立坐标系．假定自由段分
布荷载：q(x)=q0+ qx/H0，式中q0和(q0+ q)分别为
自由段桩身顶端及底端的分布荷载集度． t

Gu 和ut分
别为荷载作用下地面以上及以下桩身轴线的横坐
标．令uG和u分别表示荷载作用下地面以上及以下
桩身水平位移，则有 

 t
G G 1 0u u H H x                 (1a) 
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图 1  轴、横向荷载下微倾单桩示意图 

Fig.1 Schematic diagram of a slightly inclined single pile 
under vertical and lateral loads 

土体被离散成一系列独立的弹簧，且单位桩长
上土反力p与桩身水平位移u成正比，即：p=kbu，
式中：b为桩身宽度或直径；k为地基反力系数，假
定为常数，适用于超固结黏土和密砂[17-18]．假定桩
侧摩阻力和桩身自重对桩身侧向响应的影响很小，
可忽略不计，也即桩身轴力等于施加于桩顶的轴向

力Np，且满足：Np 2 kbEI (大多数情况下适用[3])，
式中EI为桩身抗弯刚度． 

如图2所示，在地面以上桩身取一微元体进行
受力分析，图中QG和MG分别为地面以上桩身的剪
切力和弯矩．假定：位移以向右为正，转角以向左

倾斜为正，弯矩以使桩身右侧受压为正，剪切力以
绕研究对象顺时针转为正． 
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图 2  地面以上桩身单元受力分析示意图 

Fig.2 Stress analysis of pile element above ground 

由水平向力的平衡，并化简后得： 
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对下端点取矩，由力矩平衡，并略去高阶小量，化
简后得：  
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x x
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把式(1a)代入式(3)，化简后得： 
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G p p

d d
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           (4) 

由欧拉—伯努利梁理论及式(1a)，得： 
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式中： t
G 为荷载作用下地面以上桩身轴线相对于纵

坐标轴的转角，由图 1 可知： G
t  G  ，式中 G

为 荷 载 作 用 下 地 面 以 上 桩 身 转 角 ， 所 以 ：

G Gd du x  ； GM 为地面以上桩身弯矩．把式(2)、
式(6)代入式(4)，得自由段桩身挠曲线微分方程： 
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在地面以下桩身取一微元体进行受力分析，如
图 3 所示，图中 Q 和 M 分别为地面以下桩身的剪
切力和弯矩，并假定土反力以向左为正． 
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图 3  地面以下桩身单元受力分析示意图 

Fig.3 Stress analysis of pile element under ground 

竖直桩 微倾桩 
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由水平向力的平衡，并化简后得： 

d

d

Q
p

z
                          (8) 

对下端点取矩，由力矩平衡，并略去高阶小量，
化简后得：  

p
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                       (9) 

把式(1b)代入式(9)，化简后得： 
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                  (10) 

由欧拉—伯努利梁理论及式(1b)，得： 
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式中： t    ，为荷载作用下地面以下桩身轴
线相对于纵坐标轴的转角，　为荷载作用下地面以
下桩身转角，所以： d du z  ；M 为地面以下桩
身弯矩．把式(12)代入式(10)，化简后得： 
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式(13)对 z 求导，并把式(8)代入，得地面以下桩身
挠曲线微分方程： 
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1.2 各桩段上的解 

求解式(7)，得自由段桩身响应的解： 

     G px x x U A U E             (15) 

式中：
T
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当Np 2 kbEI 时（大多数情况下适用[3]），求
解式(14)，得地面以下桩身响应的解： 

c( ) ( ) ( )z z z U L U R                 (16) 

式中：  Tc c c c c, , ,u M QU ，表示地面处桩身变形

和内力；  T( ) , , ,z u M QU ，表示地面以下z处桩

身 变 形 和 内 力 ； 1( ) ( ) (0)z z L B B ，

 ( ) ( )z z R L I C ，
T

p0,0,0, N    C ，I为四阶单

位矩阵： 
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， 3e z  ， 3e z  ，  4cosg z ，  4sint z ，

3    ， 4    ， ( ) (4 )kb EI  ，

p (4 )N EI  ． 

1.3 边界条件 

当桩顶嵌入承台，在约束条件的限制下不能转
动，只能在承台的带动下发生水平位移时，边界条
件称为“桩顶固定”；当桩顶没有限制，可以在荷
载的作用下自由的发生水平位移和转动时，边界条
件称为“桩顶自由”．工程中桩顶的约束条件往往
介于自由和固定之间．为求解方便，桩顶采用自由
和固定两种理想化的情形．因此，桩顶自由时，Qp

和 Mp 分别为桩顶施加的水平力和力矩荷载；桩顶
固定时，p=0、Qp 为桩顶施加的水平力． 

当桩底嵌入基岩或硬土，在约束条件的限制下
不能发生水平位移和转动时，边界条件称为“桩底
固定”；当桩底嵌入基岩的深度不大或与基岩接触
而只被限制发生水平位移时，边界条件称为“桩底
铰接”；当桩底以下为软土时，边界条件称为“桩
底自由”．因此，桩底自由时：M(H1)=0、Q(H1)=0；
桩底铰接时：u(H1)=0、M(H1)=0；桩底固定时：
u(H1)=0、(H1)=0． 

1.4 求解过程 

基于桩身响应在图1中C点处的连续性，及桩
顶、底的边界条件，得桩顶未知的边界值： 

       1

pu k 1 u 0 k 1 k 0 pkH H H H

     u L A L A u  

     k 1 0 k 1H H H  L E R           (17) 

当桩顶自由时：
T

pu p p,u    u ，
T

pk p p,M Q   u ，
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0( )HA ，如 32 0( )A H 为矩阵 0( )HA 中第3行第2列的
元素，下同)． 
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11 0 21 0 31 0 41 0
u 0

13 0 23 0 33 0 43 0

A H A H A H A H
H

A H A H A H A H

 
  
 

A ， 

         
       

T

12 0 22 0 32 0 42 0
k 0

14 0 24 0 34 0 44 0

A H A H A H A H
H

A H A H A H A H

 
  
 

A ； 

当桩底自由时： 

         
       

31 1 32 1 33 1 34 1
k 1

41 1 42 1 43 1 44 1

L H L H L H L H
H

L H L H L H L H

 
  
 

L ，

      T

k 1 3 1 4 1,H R H R H   R ； 

当桩底铰接时： 

         
       

11 1 12 1 13 1 14 1
k 1

31 1 32 1 33 1 34 1

L H L H L H L H
H

L H L H L H L H

 
  
 

L ，

      T

k 1 1 1 3 1,H R H R H   R ； 

当桩底固定时： 

         
       

11 1 12 1 13 1 14 1
k 1

21 1 22 1 23 1 24 1

L H L H L H L H
H

L H L H L H L H

 
  
 

L ，

      T

k 1 1 1 2 1,H R H R H   R ． 

至此，桩顶的位移、转角、弯矩和剪切力全部
已知．自由段桩身任意点处的变形和内力可通过式
(15)得到．对于地面以下桩身任一点处的变形和内
力，可先通过式(15)求得地面处桩身响应，然后由
式(16)得所求点处桩身响应．对于层状地基，可类
似式(16)先求得每一层任意点处桩身变形和内力与
该层上分界点处桩身响应的关系，然后利用各层分
界点处桩身响应的连续性，得桩顶及桩顶以下各点
处桩身响应． 

在水平承载桩基工程中，设计人员最关心的参
数是桩身最大位移、最大弯矩及其所在位置．最大
位移发生在桩顶；对于最大弯矩，可先采用二分法
近似求得桩身弯矩的微分为零的点，然后比较该点
弯矩和桩顶弯矩，以得到最大值． 

2  算例验证 

基于解采用 Fortran 语言编制了计算程序．以下

将本文解的计算结果与模型试验的实测结果进行
对比，以验证解及程序的可靠性．赵明华等[15]开展
了 3 组轴、横向荷载共同作用下微倾木桩室内模型
试验研究，其中 02 组第 05 号桩的桩径 b=31.57 mm，
自由段桩长 H0=66.0 cm，地面以下桩长 H1=69.0 

cm，抗弯刚度 EI=407.686 6 N·m2，桩身初始倾角
θ=0．0129 rad，桩顶和桩底的边界条件均为自由．上
覆黏土层厚 30 cm，下卧砂土层厚 70 cm．自由段桩
身无分布荷载，地基反力系数 k=4×104 kN/m3．桩、
土其余参数详见文献[15]．水平力 Qp=26.95 N、力
矩 Mp=0 N·m，地面处桩身水平位移的计算值及实
测值与轴向荷载的关系如图 4 所示． 
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图 4  计算结果与模型试验结果对比图 

Fig.4 Comparison between computed and test results 

由图4可见，本文解计算结果与模型试验结果
吻合度很高，说明所得解及程序是可靠的． 

3  影响因素分析 

为分析桩身初始微倾斜及轴向荷载等因素对
桩身侧向响应的影响，另以某桥梁桩基为例分析如
下．桩径b=1.8 m，自由段桩长H0=20 m，地面以
下桩长H1=40 m，抗弯刚度EI=9.275×106 kN·m2，
桩底固定，地基反力系数k=4×104 kN/m3，自由段
无分布荷载． 

3.1 桩身初始微倾斜的影响 

轴向荷载Np=10 MN，不同的桩顶约束条件及
不同的水平力和力矩荷载作用下，桩身最大位移、
最大弯矩及桩身最大弯矩距离地面的距离与桩身
初始倾角的关系如图5所示． 
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(a) 桩身最大位移 
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(b) 桩身最大弯矩 
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(c) 桩顶自由时桩身最大弯矩距离地面的距离 

图 5  桩身侧向响应与桩身初始倾角的关系 

Fig.5 Relationship between lateral pile responses and initial 
inclination angle of pile shaft 

由图 5(a)、(b)可见，桩顶自由时桩身最大位移
和最大弯矩均随桩顶施加的水平力和力矩荷载的
增加而增大．桩身最大位移和最大弯矩均随桩身初
始倾角的增加而近似线性增大，且其变化速率随水
平力和力矩荷载的增加而基本保持不变．由桩顶自
由且 Qp=0.3 MN、Mp=1 MN·m 对应的曲线可知，当
桩身初始倾角从 0rad 增加到 1×10-2 rad 时，桩身最
大位移和最大弯矩分别增加约 27.7%和 22．1%．桩
顶固定时，桩身最大位移和最大弯矩也均随桩身初
始倾角的增加而近似线性增大，但其变化速率比桩
顶自由时小．由图 5(c)可见，桩顶自由时，如果桩
顶只承受水平力而不承受力矩荷载，水平力和桩身
初始倾角对桩身最大弯矩距离地面的距离影响很
小，可忽略不计；如果水平力和力矩荷载均较大，
桩身最大弯矩距离地面的距离随桩身初始倾角的
增加而增大，但其变化速率随桩身初始倾角的增加
而逐渐减小．另外，计算结果显示桩顶固定时桩身
最大弯矩位于桩顶． 

3．2 轴向荷载的影响 

水平力Qp=0.4 MN、力矩Mp=0.6 MN·m，桩顶
自由，不同的桩身初始倾角下桩身最大位移、最大
弯矩及桩身最大弯矩距离地面的距离与轴向荷载
的关系如图6所示．由图6(a)、(b)可见，桩身最大位
移和最大弯矩均随轴向荷载的增加而增大；其变化
速率虽然在轴向荷载较小时较小，但随桩身初始倾

角和轴向荷载的增加而增大．在曲线的后半段，桩
身最大位移和最大弯矩随轴向荷载的增加而迅速
增大，此时桩基已失稳．当轴向荷载为0 MN时，
随着桩身初始倾角的增加，桩身最大位移和最大弯
矩保持不变，这是因为本文中桩身初始微倾斜由施
工等原因造成，倾角远小于1，属于小变形；对于
工程中应用广泛的斜桩，桩身初始倾角较大，不在
本文考虑之列．随着轴向荷载的增加，桩身初始微
倾斜对桩身最大位移和最大弯矩的影响逐渐增
大．由图6(c)可见，桩身最大弯矩距离地面的距离
随轴向荷载的增加而近似线性减小． 
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(b) 桩身最大弯矩 
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(c) 桩身最大弯矩距离地面的距离 

图 6  桩身侧向响应与轴向荷载的关系 

Fig.6 Relationship between lateral  
pile responses and axial load 

4  结论 

考虑桩身初始微倾斜，提出了地基反力系数为
常数时，轴、横向荷载共同作用下桩身侧向变形和
内力的解析解，及桩身最大位移、最大弯矩及其所
在位置的计算方法，编程计算后得如下主要结论： 
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(1) 桩身最大位移和最大弯矩均随桩顶施加的
水平力和力矩荷载的增加而增大． 

(2) 桩身最大位移和最大弯矩均随桩身初始倾
角的增加而近似线性增大；其变化速率虽随轴向荷
载的增加而增大，但基本不受水平力和力矩荷载的
影响．桩顶自由时，如果桩顶只承受水平力而不承
受力矩荷载，桩身最大弯矩距离地面的距离随水平
力和桩身初始倾角的增加而基本保持不变；如果水
平力和力矩荷载均较大，桩身最大弯矩距离地面的
距离随桩身初始倾角的增加而增大，但其变化速率
随桩身初始倾角的增加而逐渐减小．桩顶固定时，
桩身最大弯矩位于桩顶． 

(3) 桩身最大位移和最大弯矩均随轴向荷载的
增加而增大，且其变化速率随桩身初始倾角和轴向
荷载的增加而增大．轴向荷载可以引起桩基失
稳．桩顶自由时桩身最大弯矩距离地面的距离随轴
向荷载的增加而近似线性减小． 

(4) 验证结果表明所得解及程序是可靠的．另
外本文解适用于桩周为超固结黏土或密砂且桩身
侧向变形不太大情况，在相关设计中可参考应用． 
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