
第 48 卷 第 6 期 西安建筑科技大学学报（自然科学版） Vol.48 No.6 

2016 年 12 月 J. Xi'an Univ. of Arch. & Tech. (Natural Science Edition) Dec. 2016  

DOI: 10.15986/j.1006-7930.2016.06.023 

基于灰色相关分析的 GRFM 倾斜量预测模型1 

张小红 1,2，王慧琴 1,3，于洪磊 3，高大峰 4，王  展 5 

(1．西安建筑科技大学管理学院，陕西 西安 710055；2．西安科技大学通信与信息工程学院，陕西 西安 710054；3．西安建筑科技大学信息与控制
工程学院，陕西 西安 710055；4．西安建筑科技大学土木工程学院，陕西 西安 710055；5．陕西省文物保护研究院，陕西 西安 710075) 

摘要：针对时间序列的动态性、相关性、小样本性、非线性等特征，利用灰色模型的小样本适用性和神经网络的预测高精度
等性能，提出了一种基于相关分析的灰色神经网络组合预测模型．首先，基于灰色相关理论定量分析了倾斜量与沉降观测指
标时间序列之间的相关度；然后，采用 GM(1,1)模型对原始序列累加求和，降低各因素原始数据的噪声干扰；利用优化径向
基神经网络(Radial Basis Function，RBF)多步拟合训练，其中心点和扩展系数初值采用蚁群算法进行优化．最后，将该模型
应用到了砖石古塔的倾斜量预测中，设计了沉降综合指数，通过计算，该指数与倾斜量的灰色相关度为 0.789 1，采用该模
型对某古塔倾斜量进行了预测，平均相对误差为 9.056%．实验结果表明，该模型对小样本、非线性的时间序列预测具有高
精度和有效性，为古建筑保护中变形预测提供了理论和实践经验． 
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Abstract: Considering  time series with dynamic, small sample size, relativity, nonlinearity characteristicses, a new grey radial 
basis function (RBF)neural network forecasting model based on correlation analysis is proposed,which is based on the capability of 
grey model fitting to the small sample data and the properties of neural network with high prediction precision. At first, the new 
model analyses the correlation of the inclination and settlements time series quantitatively. And then, generated the accumulation 
sequences of the original time series using GM(1,1) model, which reduced the noise of the original data; the result is input into the 
radial basis function neural network, the center pointer and expansion coefficient of which is optimized by ant colony algorithm to 
forecast the inclination quantity with multi-steps.At last, the new model is applied in small goose pagoda , after the grey correlation 
of inclination and the inhomogeneous settlement index designed is calculated, the inclination quantity is forecasted with the average 
relative error of 9.056%.The experimental results show that the proposed model has the capability of  the good precision and effec-
tiveness, which supplies the theoretical and practical experience for the ancient building protection.  
Key words: coherence analysis; grey system; radial basis function neural network; forecasting model; masonry pagodas  
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时间序列预测是大数据研究的热点，在天气预
测、电力故障预测等多方面都有着广泛的应用，在
古建筑保护领域应用较少．很多砖石古塔面临不均
匀沉降、倾斜、裂缝等诸多问题，极大影响了古塔
的稳定性和观瞻性[1]．鉴于古塔观测时间较短，数
据量小，通过掌握观测数据的发展规律预测古塔变
形趋势，具有重要的社会意义和实用价值[2]． 

一些国内外学者利用有限元等数值分析方法
[3-5]对结构沉降进行了预测，但预测误差较大 [6]．近
年来，一些学者将古建筑变形数据作为时间序列，
采用了回归分析[7]、灰色理论[8]、时间序列[9]、BP

神经网络[10]等模型进行建模预测分析．总起来说，

采用的模型主要包括单一预测模型和组合预测模
型．实验证明，单一预测模中，自回归和滑动平均
(ARIMA)等更适合于线性时间序列，对于非线性时
间序列预测具有局限性；神经网络可以按精度要求
无限逼近函数，但前提是数据量大，并且存在过拟
合现象等缺点．总之，回归分析、BP神经网络等多
数方法都是建立在大量数据基础上，计算量大，对
于古塔的“小样本”观测数据不太适用． 

为了弥补单一预测模型的缺陷，一些组合预测
模型也相继提出，如：模糊神经网络、经验模式分
解等模型等．但主要针对某一特征数据进行学习和
预测，多数文献较少考虑影响因素，缺乏对影响因
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素的相关性进行定量分析，忽略了其它因素对预测
量的影响贡献． 

由于古塔结构变形不是独立的事件，从影响因
素出发，通过分析影响因素的变化规律来预测倾斜
的发展趋势，提高预测的准确率．径向基函数神经
网络可以逼近任意的非线性函数，能够处理系统内
的难以解析的规律性，具有良好的泛化能力，并有
很快的训练学习收敛速度 [11]，但在处理小样本数
据方面也存在不足[12]．为了解决小样本问题，本文
引入灰色系统(Grey System)理论，采用等维递补的
方式进行“小样本”数据的预测，从而扩充训练样
本．同时，灰色相关理论可以通过计算两个因果关
系的小样本时间序列的相关系数，选择与倾斜量相
关性高的自变量作为神经网络的输入，有助于提高
学习效率． 

鉴于以上分析，针对砖石古塔结构形变的小样
本、非线性等特点，通过分析古塔结构沉降与倾斜
时间序列的相关性，利用灰色模型理论对原始监测
数据进行累加求和，设计 GRFM 灰色神经网络模
型，并将该模型应用于小雁塔倾斜预测中，检验了
该方法良好的预测精度和工程适用性． 

1  基于相关分析的灰色神经网络组

合预测模型 

利用灰色 RBF 神经网络模型对砖石古塔倾斜
进行预测，需要对影响因素、灰色模型和 RBF 神
经网络模型输入、输出样本的选择，合理选取样本，
建立预测模型并优化模型参数，从而提高预测精
度． 

1.1灰色关联度分析 

设两个长度为n的时间序列向量分别为 X 和
Y ，其中 

( (1), (2), , ( ), , ( ))X x x x k x n   ， 

( (1), (2), , ( ), , ( ))Y y y y k y n   ， 

二者的灰色邓氏相关系数表示为 
min min (k) y(k) max max (k) y(k)
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1.2 灰色 GM(1，1)模型 

灰色GM(1，1)模型是单变量二阶微分方程，通
过对原始数据进行累加求和生成处理，构建指数增
长型数列，弱化数据的随机因素，生成规律性较强

的数据序列，从而有效降低数据的随机干扰[13]． 

设 (0) (0) (0) (0)( (1), (2), , ( ))X x x x n  为原始时间
序 列 ， 对 其 进 行 1-AGO 累 加 求 和 运 算 ， 即

(1) (0)

1
( ) ( )

k

i
x k x i


  ，其中， 1,2, ,k n  ．从而生成其

累加序列 (1) (1) (1) (1)( (1), (2), , ( ))X x x x n   

对 (1)X 中 的 序 列 值 求 其 紧 邻 均 值 ， 即
(1) (1) (1)( ) (0.5 0.5) ( 1)z k x k x k  ，生成其紧邻均值

序列 
(1) (1) (1) (1)( (2), (3),..., ( ))Z z z z n  

分 别 建 立 自 变 量 为 (0)X ， 因 变 量 为 1Z 的

GM(1,1)灰色微分方程 
(0) (1)( ) ( )x k az k b                 (3) 

其中，参数−a 为发展系数，b 为灰色作用量．其时
间响应序列为： 

(1) (0)( 1) ( (1) ) akb b
x k x e

a a
         (4) 

原 始 序 列 的 估 计 值 可 以 通 过 累 减 操 作 将
(1) ( 1)x k  序列进行还原，即 

(0) (1) (1)ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( )x k x k x k         (5) 

1.3 RBF 神经网络预测 

RBF 神经网络包含三层，分别为输入层、隐含
层和输出层．输入层有 n 个神经元，输入向量为 

nX R ， T
1 2( , , , )nX x x x   

隐含层有 l 个神经元，隐层输出矢量 lH R ，
T

1 2( , , , )lH h h h  ，输出层有 m 个神经元，输出矢

量为 mY R ， T
1 2( , , , )mY y y y  ．其中，n，l，m

分别代表输入层、隐含层和输出层节点的数量[14]． 

在隐含层，每一个节点都使用非线性函数作为
径向基函数(RBF)，从输入空间到隐含空间的变换

( )jx H x ，选择 Gaussian 函数作为 RBF 神经网

络的径向基函数，来实现在隐含层 x 节点的非线性
映射，其公式为 

2

2
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其中： jc 为基函数的中心点， j 为扩展系数，j 为

1~l 的整数． 

RBF 的输出估计值为 
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式中, kpy 表示第 p 个输入层节点 px 对应的第 i 个输

出层节点的输出值； kjW 表示隐含层第 j 个径向基函
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数连接到输出层第 k 个节点的权值． 

1.4 基于灰色关联度的 GRFM 倾斜量预测模型 

古塔建筑结构的倾斜量呈现出一个非平稳震
荡的特点，用回归分析等方法简单预测不合适．考
虑到古塔的倾斜是由于四个方位不均匀沉降而造
成的，将沉降综合指数与倾斜量两个时间序列分别
输入灰色系统，计算两个时间序列的累加序列． 

如图 1 所示，将趋势项输入 RBF 神经网络，对
偏移量进行预测，并做精度检验，达到预测精度输
出倾斜预测量，否则重新返回 RBF 神经网络，进行
学习拟合，直达满足预测精度要求为止． 

(0)
kX Y

 
图 1 GRFM 预测模型 

Fig. 1 GRFM forecasting model  

GRFM 组合建模的主要步骤如下： 

步骤 1：通过古塔四个方位的沉降值计算沉降
综合指数，计算沉降与倾斜量监测数据的相关性，
保证灰色神经网络输入的样本选择的合理性．根据
公式(1)和公式(2)，采用邓氏灰色关联度来表示沉降
综合指数与倾斜量的关联关系． 

步骤 2：建立沉降综合指数和倾斜量两个序列
的 GM(1，1)灰色微分方程，采用最小二乘法来确
定发展系数 a 和灰色系数 b [15]，即 
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确定式(4)从而确定时间响应方程，求得沉降综合指

数序列和倾斜量的灰色预测值  (1) (0)
1 1̂ ( )X x k 和

 (1) (0)
2 2ˆ ( )X x k ， 1,2, ,k n  ． 

步骤 3：为了增强预测的精度，在 RBF 训练之
前，将 GM(1，1)预测的序列结果 (1) (1)

1 2,X X 根据公

式(8)归一化处理． 
(0)ˆ min

0.8 0.1, 1,2
max mini

x
x i


   


    (8) 

式中：max 和 min 分别表示该序列数据的最大值和
最小值。从而求得 1 1{ ( )}X x k 和 2 2{ ( )}X x k ，

1,2,...,k n 。 

步骤 4：将步骤 3 的结果输入 RBF 神经网络，
用蚁群聚类算法初始化公式(6)中的中心点 jc 和扩

展系数 j ，对倾斜偏移量进行预测，并做精度检验，

直达满足预测精度要求为止． 

设给定沉降综合指数趋势归一化后的沉降样
本集 X1，将 X1 可以分为 k 个模式 

1 2{ , , , }kC C C C  ，且 (1)
1 1

k
j jC X   

初始化蚁群算法的信息启发因子 、期望启发
因子  、信息素挥发系数  和信息素强度 Q 、聚类
半径 r ，以及蚂蚁个数 m ，最大进化代数 N ，蚂蚁
留下的信息素 ( , )i jx m ，设 RBF 基函数的中心点 im

为 jC 的中心点： /
i j

j i j i
x c

m x c x


  ，计算每个样本到

每个模式中心的欧式距离欧氏距离 ( )ijg x 以及启发

函数 ( ) 1 / ( )ij ijt g t  ，将每只蚂蚁爬过的样本点构

成的聚类结果构成一个解，蚂蚁随机选取模式样本

ix ，每个样本到各个聚类中心的归属概率为： 

( ) ( )
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i j i j
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     (9) 

把所有样本分别归类到 k 个模式中，构成一个解． 

蚂蚁在某个样本上留下的信息素 ( , )i jx m 增加

方式为： ( ) ( ) ( )i j i j i jx m x m x m    , , , ，其中，

 为信息素挥发系数．从 m 只蚂蚁聚类的 m 个解
的目标函数值，选择 k 个最优解．使离散度之和达
到最小，即： 

1

min ( , )
i j

k

i j
j x c

F d x m
 

                 (10) 

最后，得出最优的聚类中心点 jC 坐标和所有点

到所有类的中心点的平均值 ( )ijg x ，作为 RBF 的中

心点和扩展系数的初值．经过 RBF 训练和优化，根
据公式(7)得到其输出 (1) (1){ }iY y ． 

步骤 5：根据公式(11)，将步骤 4 的输出 (1)
iy 反

归一化，得到 (1) ( )y i   
(1)

(0) ( 0.1)(max min)
min

0.8
i

i

y
y

 
     (11) 

式中： 1,2,...,i m ， max 和 min 与公式（8）中

的值相同．然后根据公式(5) 对 (0)
iy 做累减运算，

得出倾斜量的预测序列 { }iY y ． 
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2  GRFM 预测模型在小雁塔倾斜量中

的应用分析 

2.1 小雁塔观测数据 

小雁塔系密檐式砖结构佛塔，由于年代久远，
塔体产生了倾斜和沉降．为了掌握塔体稳定性，从
2000 年开始，按照《建筑变形测量规程》（JGJ/T8-97）
和《建筑变形测量规范》(JGJ8-2007)行业标准和规
范对小雁塔进行塔体倾斜量监测和沉降监测，观测
设备见表 1． 

表 1 观测设备与精度 

Tab.1 Observation equipment and precision 

项目 仪器及设备 标称精度 

倾斜 

观测 

索佳 SET2C-Ⅱ全站仪 

索佳 SET230RK3 全站仪 

测角：2〞 

测距：(3mm+2ppm) 

沉降 

观测 

德国产 FG005A 精密水
准仪、配套铟钢尺 

±0.5mm 

如图 2 所示，塔底四角编号分别为 A5、A6、
A7 和 A8，塔顶四角编号分别为 S1、S2、S3 和 S4． 

 
图 2 小雁塔观测点布置图 

Fig.2 The small wild goose pagoda observation point layout 

选择 A5~A8 四个沉降监测点的年累积最大值
差值、塔刹倾斜量以及顶点坐标作为计算对象，具
体如图 3 和图 4 所示． 

 
图 3 小雁塔 A5-A8 观测点沉降差值 

Fig.3 The small wild goose pagoda settlement observation 
difference of A5-A8 

 
图 4 小雁塔塔顶坐标(2000-2015 年) 

Fig .4 The small wild goose pagoda tower coordinates from 
2000 to 2015  

对于保护部门来说，了解小雁塔的变形动态，
及时掌握其变形规律，为保护工作提供科学的分析
资料，具有十分重要的现实意义． 

2.2 小雁塔沉降综合指数 

砖石古塔发生倾斜的主要因素是不均匀沉
降．设 SI 为沉降综合指数，用以表示不均匀沉降的
严重程度；设小雁塔塔基的东、南、西、北四个观
测 点 A5 、 A6 、 A7 、 A8 的 累 积 沉 降 值 ， 设

1 2 6iSI i  （ ，， ，）表示观测点 A5 与 A6、A6 与 A7、
A7 与 A8、A5 与 A8、A5 与 A7、A6 与 A8 的沉降
差值．则有 

6
2

1

SIi
i

SI


               (12) 

根据公式(1)和(2)，计算塔顶点和沉降综合指数
的相关度为 0.789 1，属于强相关，说明二者的相关
性较大，塔顶点的倾斜量预测可以参考塔基的沉降
综合指数． 

2.3 GM(1，1)模型拟合 

设原始序列中选择序列
1 2,X X ，建立相应的 

GM(1 ， 1) 模 型 方 程 ， 其 中 ：  (0)

1 1 ( )X x k 和

 (0)

2 2 ( )X x k ， 1,2, ,k n  ．根据公式(3)对 1X 和

2X 建立相应的 GM(1，1) 模型方程，分别求解得 
(0) 0.0696

1( 1) 80.2233 90.3333kx k e     (13) 
(0) 0.0004

2 ( 1) 24.128 27.3279kx k e     (14) 

2.4 RBF 模拟训练与预测 

设2000-2012年数据为Training训练集，2013- 

2015年倾斜量为Test测试集合，最后对2016-2018年
的倾斜量进行预测． 

实验工具为Matlab 2009 仿真软件，分别采用
GM(1，1)模型和GRFM模型通过沉降综合指数对小
雁塔倾斜量进行预测，并计算预测误差．通过试验，
倾斜量测量值和预测值分别如表4和图5所示． 
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表 2 训练结果与比较（单位：mm） 

Tab.2 Comparison of the training result/mm 

年份 倾斜量 
GM 模型
预测值 

GM 模型 

绝对误差 

GRFM 模型
预测值 

GRFM
绝对误差

2000 3.200 3.200 0.000 3.197 0.003 

2001 5.100 11.620 6.520 5.335 0.235 

2002 18.200 10.380 7.820 17.964 0.236 

2003 14.300 9.260 5.040 13.231 1.069 

2004 2.800 8.270 5.470 7.215 4.415 

2005 10.800 7.380 3.420 5.361 5.439 

2006 3.500 6.590 3.090 4.928 1.428 

2007 2.500 5.880 3.380 4.816 2.316 

2008 5.100 5.250 0.150 4.756 0.344 

2009 5.300 4.690 0.610 4.665 0.635 

2010 5.010 4.190 0.820 4.485 0.525 

2011 5.000 3.740 1.260 4.177 0.823 

2012 3.000 3.340 0.340 3.764 0.764 

平均绝对误差 2.917 1.402 

为了检验GRFM模型训练和预测误差，采用
MAE(平均绝对误差)标准和MAPE(平均相对误差)

标准进行检验，具体如公式(15)和(16)所示． 

1

1
( ) ( )

n

i i
i

MAE y k y k
n 

  
            (15) 

1

( ) ( )1
100%

( )

n
i i

i i

y k y k
MAPE

n y k


 


      (16) 

从表 GRFM 预测模型的平均绝对误差为 1.402 

mm，相对于 GM 模型来说，优势明显，具有良好
的拟合效果． 

 
图 5 倾斜量训练结果 

Fig. 5 Training results 

从图 5 可以看出，用 GRFM 预测算法可以很好
的倾斜量发展趋势和细节变化，该模型与 GM 模型
比较，其平均相对误差性能具有很大优势．在拟合
过程中，灰色 GM(1，1)模型只能拟合总体趋势，
而灰色神经网络模型可以很好的拟合具体细节，表
现出了良好的拟合能力． 

如表 3 所示，根据公式(16)，GRFM 模型预测

的 平 均 相 对 误 差 为 9.056% ． 采 用 GRFM 对
2016-2018 年的倾斜量进行预测，得 2016 年、2017

年和 2018 年的倾斜量预分别为 4.538 mm，4.560 

mm 和 4.590 mm．从图 5 中可以看出，从 2006 年
以来，倾斜量值相对稳定，2016-2018 年的倾斜量
略低于 2008 年，属于稳定状态． 

表 3 预测结果与比较（单位：mm） 

Tab.3  Comparison of the forecasting result 

年份 倾斜量 GM 模型GM 相对误差 
GRFM
预测 

GRFM
相对误差

2013 3.100 2.980 0.240 3.353 0.133 

2014 3.500 2.660 0.210 3.035 0.057 

2015 3.000 2.570 0.557 2.828 0.328 

2016  2.532  4.538  

2017  2.492  4.560  

2018  2.489  4.590  

平均相对误差 16.290% 9.056% 

根据该模型的预测值，按照《建筑变形测量规
程》(JGJ/T8-97)规范，已知小雁塔从塔基到塔顶的
高度为 38.14 m，可以计算 2013-2018 年的倾斜度，
具体如表 6 所示． 

表 4  2013-2018 倾斜量预测 

Tab.4 Inclination forecast of 2013-2018 

年份 倾斜量/mm 倾斜度/‰ 
2013 3.353 0.0879 
2014 3.035 0.0796 
2015 2.828 0.0741 
2016 4.538 0.1190 
2017 4.560 0.1196 
2018 4.590 0.1203 

根据建筑地基基础设计规范(GB50007-2011) 

中民用建筑倾斜标准，小雁塔的倾斜量均在 200 mm

以下，倾斜度在 0.8%以下，在近几年内倾斜量和倾
斜度均较为稳定，该结论与文献[16]的分析一致． 

3  结论 

设计了基于灰色关联分析的 GRFM 预测模型，
采用灰色相关分析理论分析了沉降和倾斜量的相
关度，利用灰色模型建立倾斜量相关因素累加求
和，建立紧邻均值序列，采用基于蚁群算法的 RBF

神经网络对倾斜量进行预测，该模型的有效性在小
雁塔倾斜量预测中得到了有效性的验证，为砖石古
塔稳定性分析提供了一种基于监测数据的分析方
法．研究的结论主要包括： 

(1) 模型采用灰色关联分析法计算了预测量与
影响因素之间的相关度，在二者属于强关联的情况
下进行预测，保证了该模型对具有相关性时间序列
预测的可靠性． 
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(2) 模型通过灰色系统建立影响因素的累加序
列，降低数据的随机性，保证该模型适用于“小样本”

数据；采用基于蚁群算法的 RBF 神经网络对倾斜量
进行预测，发挥 RBF 神经网络的快速收敛特点，对
非线性数据具有预测优势，能够有效地提高预测精
度，其预测精度明显高于 GM(1,1)灰色模型．实验
证明，采用 GRFM 模型对非线性、小样本性和动态
性的时间序列的预测是有效的． 

(3) 该模型在小雁塔倾斜量预测应用中，在计
算了沉降综合指数与倾斜量的基础上，对倾斜量进
行 预 测 ． 根 据 《 建 筑 地 基 基 础 设 计 规 范 》
(GB5007-2002)，实验结果表明小雁塔的塔身倾斜量
较为稳定，整体的结构安全性良好，在短期内没有
结构风险． 

当然，时间序列影响因素较多，需要针对多种
因素的进行选择，既保证预测的精度，有尽量降低
预测模型的计算量．因此，课题组的下一个工作重
点是建立多种因素对倾斜量的相关性，研究多种影
响因素的有效选择，研究基于多因素相关的倾斜量
预测模型． 
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