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非线性实时动力子结构试验系统稳定性分析

唐贞云，郭　珺，李振宝

（北京工业大学城市与工程安全减灾教育部重点实验室，北京１００１２４）

摘要：实时动力子结构试验系统由物理子结构和数值子结构组成，两者实时传输数据，真实再现地震响应．稳定性分析是

试验能否正常进行的基础对于试验运行至关重要．子结构试验的宗旨基于现有设备能进行大尺寸构件的非线性特性试验，

而既有研究对子结构试验系统稳定性问题的探讨主要集中于线性阶段，对于结构进入非线性后的影响涉及较少，因此，结

构非线性行为对稳定性造成怎样的影响是本文研究的重点．基于“增益裕度”提出了可以同时考虑加载系统、试验试件动力

特性及其耦合效应的稳定性分析方法．以线性系统为基础分别探究了基于振动台和作动器的实时子结构试验全过程的稳定

性界限．分析结果表明，基于作动器的子结构试验系统稳定性，对于初始频率较低的结构，可以通过初始稳定性判定；对

于初始频率较高的结构，需要考虑非线性的影响．在基于振动台的子结构试验系统中，物理与数值子结构频率比是影响子

结构试验系统稳定性的主要因素，该比值越小非线性对稳定性的影响越小，该比值较大时非线性会降低试验系统稳定性．
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　　实时子结构试验［１２］最早由 Ｎａｋａｓｈｉｍａ［４］成功

实现并应用于工程结构抗震性能试验研究．该试

验方法充分利用数值模拟与物理试验的优点，将

试验对象分为物理子结构和数值子结构两部分，

物理子结构承担主要研究构件或部分结构的物理

试验，数值子结构承担其余剩余结构的数值分析．

两者数据实时交互，真实再现结构在地震作用下

的响应．该试验形式可以最大限度的拓展试验内
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容，提高试验设备的使用范围，即减小设备及构

件尺寸局限等因素的影响，同时对于复杂动力系

统的试验提供了便捷的试验平台．

国内外学者对于实时动力子结构试验稳定性

的研究目前多集中于试验构件处于线性状态下该

系统时滞补偿的研究［５８］．而结构试验由于其实际

意义，多关注于结构进入非线性后的力学性能及

结构响应．在非线性子结构试验方面，２０１０年许

国山、吴斌［９］提出了ＰＩ控制的等效力控制方法的

非线性结构分析．２０１２年王菲、姜南［１０］提出了适

合于非线性子结构与多个线性子结构存在边界耦

合情况的线性非线性混合约束模态综合法．既有

研究虽然对于结构进入非线性后的实时子结构试

验有所涉及，但对结构非线性性能子结构试验系

统稳定性影响的研究鲜有报道，稳定性问题是子

结构试验的关键问题之一，满足稳定性要求是试

验的必要前提．因此，本文将幅值及相位等稳定

性误差考虑在内，将结构进入非线性后刚度的减

小自振频率的降低究竟会对稳定性造成怎样的影

响作为研究的重点．

１　子结构试验系统模型及非线性稳

定性分析方法

１１　系统模型选取

子结构根据加载方式的不同可分为基于作动

器和振动台两类，其基本原理如图１所示．图１

（ａ）为基于作动器的实时动力子结构试验系统．以

单自由度结构为例，将弹簧及阻尼器作为物理子

结构（以下标Ｐ标示）通过作动器进行加载，质量

弹簧阻尼振荡系统作为数值子结构（以下标 Ｎ标

示）通过动力特性建模在计算机中进行数值求解．

图１（ｂ）选取两自由度体系作为试验对象，其中上

部结构作为物理子结构，在振动台上进行实时振

动，下部作为数值子结构在计算机中模拟．其中

犿，犮，犽为质量、阻尼及刚度．

图１　子结构试验原理

犉犻犵１犜犺犲狆狉犻狀犮犻狆犾犲狅犳犚犜犇犛狊狔狊狋犲犿

图２　子结构试验框图

犉犻犵２犇犻犪犵狉犪犿狅犳狋犺犲狊狌犫狊狋狉狌犮狋狌狉犲狋犲狊狋

将地面运动（犱）输入计算机，数值子结构模拟

震动得到界面数值位移（犢Ｎ），该位移由物理子结

构反力（犳）和数值子结构响应共同影响．加载系统

以响应进行加载，最终得到实际响应值（犢Ｐ）．对

线性系统而言，其子结构试验框图如图２所示，其

中犌ｔｓ为控制对象加载系统，犌Ｎｄ、犌ｐ、犌Ｎｆ分别为

数值子结构、物理子结构和界面约束的传递函数．

取值方法如文献［１１］．

１２　基于增益裕度的子结构非线性稳定性分析

方法

　　如图２所示，该闭环传递函数和特征方程如

下，其中犌狋狊为加载系统取值详见参考文献［１１］，

犌Ｎｄ是数值子结构，犌ｐ 是物理子结构，犌Ｎｆ为界面

约束．

狔ｐ＝
犌ｔｓ犌Ｎｄ

１＋犌ｔｓ犌Ｎｆ犌ｐ
犱 （１）

通过增益裕度［１２］的概念，利用线性增益裕度

求稳定性的方法［１１］即可通过式（２）和（３）得到子结

构试验系统的临界稳定性．其中犓ｃ 为实时动力子

结构系统稳定点的临界值，ωｇｍ为交叉频率，可由

式（２）求得．

∠（犌ｔｓ犌Ｎｆ犌ｐ）＝－π （２）

犓ｃ｜犌ｔｓ犌Ｎｆ犌ｐ｜狑＝狑
ｇｍ
＝１ （３）

对于非线性子结构稳定性，结构刚度减小，

频率降低，因此考虑结构刚度从初始刚度降低至

结构丧失承载力时的刚度．如图３所示，横坐标为

结构刚度，纵坐标为稳定性评价指标．横坐标刚

度由大到小，表示一个确定初始刚度结构，从线

性到非线性的过程．其中整条曲线的最低点即为

９２２
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该子结构试验全过程中的稳定性控制点，该点的

稳定性控制了对应子结构试验实现的可行性及能

进行到的非线性程度．

犽ｃ＝ｍｉｎ（犓ｃ） （４）

在确定结构初始刚度下，只要稳定性高于犽ｃ

则系统稳定．换言之，每个结构对应于一个初始

刚度，每一个初始刚度对应有一条全过程稳定性

曲线，每一条曲线对应一个犽ｃ 值．通过犽ｃ的大小

就可以在试验前通过测量结构初始刚度判断该结

构从线性到非线性全过程中的稳定性情况，以此

进行结构试验可行性判断．

图３　 非线性子结构系统稳定性

犉犻犵３犜犺犲狊狋犪犫犻犾犻狋狔狅犳狀狅狀犾犻狀犲犪狉犚犜犇犛

２　基于作动器的非线性子结构系统

稳定性影响分析

　　选取与文献［１１］相同的作动器模型及参数，

以弹簧及阻尼器作为物理子结构分别进行实时动

力子结构试验模拟．

２１　弹簧作为物理子结构

如图１（犪）所示物理子结构中只有弹簧系统（犮ｐ

＝０），其界面约束及物理子结构传递函数分别如

式（５）、（６）所示：

犌Ｎｆ＝
１

犿Ｎ狊
２＋犮Ｎ狊＋犽Ｎ

（５）

犌Ｐ＝犽ｐ （６）

选取物理和数值子结构刚度比（狆ｋ＝犽ｐ?犽Ｎ）作

为系统稳定性评价参数，将上述两式带入式（２）、

（３）可得线性系统稳定性评价表达式为

ａｒｃｔａｎ
２ζＮωＮωｇｍ

ω
２
ｇｍ－ω

２（ ）
Ｎ

＋∠（犌ｔｓ）狑＝狑
ｇｍ
＝－π （７）

狆ｋｃ＝

１－
ω
２
ｇｍ

ωＮ（ ）２
２

＋４ζＮ
ω
２
ｇｍ

ωＮ槡 ２

｜犌狋狊｜ω＝ω
ｇｍ

（８）

由式（８）可知当不考虑试件加载系统相互作

用时，其稳定性与物理子结构特性无关，即当物

理子结构由线性进入非线性后，刚度及自振频率

的变化不会影响结构的稳定性，因此可以通过线

性结构的初始稳定性判断整体试验的稳定性情

况．当试验考虑相互作用时，由式（８）可以看出，

该稳定性与数值子结构和作动器特性相关，由于

作动器模型［１１］中包括物理子结构参数，此时的稳

定性还与物理子结构特性相关，因此物理子结构

非线性特性的影响需要额外考虑．采用上述基于

线性系统的非线性子结构稳定性评价方法，结构

分析参数如下：数值子结构自振频率ω犖∈（０～

２０）Ｈｚ，犽０ 为基准刚度，这里取４．０９５×１０４Ｎ?

ｍ，数值子结构阻尼比为ξＮ＝２％．为表述方便，

令狆＝狆ｋ?（１＋狆ｋ），即取物理子结构刚度与总刚

度的比值作为稳定性评价参数．计算结果如图４

所示（ａ）－（ｃ）分别为犽ｐ＝０．１犽０、犽ｐ＝犽０ 及犽ｐ＝

１０犽０ 的稳定性曲线图．每幅图中蓝色曲线表示

犽＝犽ｐ、黑色曲线族表示０．１犽ｐ＜犽＜犽ｐ、红色曲线

表示犽＝０．１犽ｐ，表示物理子结构刚度犽从原有物

理子结构刚度犽ｐ 下降到１０％犽ｐ 的过程中每一个

刚度所对应的稳定性情况．通过该方法模拟结构

进入非线性后刚度降低的情形．图中每一条曲线

代表不同数值子结构的初始刚度下所对应稳定性

最小值的连线．而由蓝线至黑线族再到红线则代

表初始刚度为犽ｐ 的结构由线性到非线性的过程．

由图４对比可知，（１）随着数值子结构频率的

增加，弹簧作为物理子结构的系统稳定性逐渐降

低，因此低频结构相对稳定性较好．（２）试件加载

系统相互作用较小时如图４（ａ）、（ｂ），结构线性到

非线性的过程稳定性变化并不明显，表现为曲线

族较为集中，但当物理子结构刚度初始值较大时

如图４（ｃ）所示，曲线较为分散，即非线性对于结

构的稳定性影响较为明显．（３）当试件加载系统相

互作用较大时，随着非线性的进行当数值子结构

频率小于约１０Ｈｚ时，非线性程度越大稳定性越

高，当结构频率大于１０Ｈｚ后，稳定性随非线性程

度的增大而降低．

由此说明结构在不考虑试件加载系统相互作

用时，结构非线性对系统稳定性评价结果无影响，

可通过初始稳定性判断．考虑相互作用时，需要

考虑非线性对于结构稳定性的影响，非线性对于

低频范围有利，在高频范围不利．

２２　阻尼器作为物理子结构

这类子结构试验为如图１（ａ）所示物理子结构

中只有阻尼系统（犽ｐ＝０），其界面约束及物理子结

构传递函数分别如式（５）、（９）所示：

犌ｐ＝犮ｐ狊 （９）

０３２
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图４　考虑结构非线性后的弹簧物理子结构稳定性边界

犉犻犵４犛狋犪犫犻犾犻狋狔犫狅狌狀犱犪狉犻犲狊狅犳狊狆狉犻狀犵犚犜犇犛狑犻狋犺

犮狅狀狊犻犱犲狉犪狋犻狅狀狅犳狀狅狀犾犻狀犲犪狉

将式（５）、（９）带入式（２）、（３）可得线性系统

稳定性评价表达式为

ａｒｃｔａｎ
ω
２
犖－ω

２
ｇｍ

２ζ犖ω犖ω犵
（ ）

犿

＋∠（犌狋狊）ω＝ω
ｇｍ
＝－π （１０）

犘犮犮＝

ω
２
犖－ω

２
ｇｍ

２ζＮωＮωｇ
（ ）

ｍ

２

槡 ＋１

｜犌ｔｓ｜ω＝ω
ｇｍ

（１１）

结构分析参数如下：ωＮ∈（０～２０）Ｈｚ，ξＮ＝

２％，犮０ 为基准阻尼系数这里取１．６６５×１０３Ｎｓ?ｍ，

同上理，为表述方便，令狆＝狆ｃ?（１＋狆ｃ），即取物

理子结构阻尼与总阻尼的比值作为稳定性评价参

数．计算结果如图５所示，其中图５（ａ）、（ｂ）、

（ｃ）分别为犮ｐ＝０．１犮０、犮ｐ＝犮０ 及犮ｐ＝１０犮０ 的稳定性

曲线图．阻尼比ξ犖 取２％，蓝色曲线表示犮＝犮ｐ、

黑色曲线族表示０．１犮ｐ＜犮＜犮ｐ、红色曲线表示犮＝

０．１犮ｐ，即从原有物理子结构阻尼系数犮ｐ 下到降

１０％犮ｐ 的过程中每个阻尼所对应稳定性情况．

图５　考虑结构非线性后的阻尼器物理子结构稳定性边界

犉犻犵５犛狋犪犫犻犾犻狋狔犫狅狌狀犱犪狉犻犲狊狅犳犱犪犿狆犲狉犚犜犇犛狑犻狋犺

犮狅狀狊犻犱犲狉犪狋犻狅狀狅犳狀狅狀犾犻狀犲犪狉狊狋狌犮狋狌狉犲

通过对比图５曲线，可以得出（１）阻尼器作为

物理子结构，当试件加载系统相互作用较小时，

随数值子结构频率的增加结构稳定性逐渐降低，

当ｃｐ 较大时结构稳定性呈现先减小后增大的趋势．

（２）在试件加载系统用相互作用较小时如图５（ａ）、

（ｂ）所示，非线性对于结构稳定性的影响较小，当

相互作用较大时，非线性影响明显，表现在１３Ｈｚ

附近存在拐点，即小于１３Ｈｚ时，非线性进程越明

显稳定性越好，大于１３Ｈｚ时，随着非线性的增加

１３２
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稳定呈下降趋势．

由此可知试件加载系统相互作用越大，非线

性对稳定型的影响越大．非线性在低频范围对于

结构稳定性有利，在高频范围对结构稳定性不利．

３　基于振动台的非线性子结构系统

稳定性影响分析

　　采用如图１（ｂ）所示两自由度结构系统讨论振

动台与试件相互作用对振动台子结构试验系统稳

定性的影响．将上部自由度作为物理子结构，下

部自由度作为数值子结构．ωＮ、ξＮ，ωＰ、ξＰ，分别

表示数值、物理子结构的频率及阻尼比．其界面

约束及物理子结构传递函数分别如式（１２）、（１３）

所示：

犌ｐ＝
犿ｐ犛

２（犮狆犛＋犽ｐ）

犿ｐ犛
２犮ｐ犛＋犽ｐ

（１２）

犌Ｎｆ＝
１

犿Ｎ犛
２＋犮Ｎ犛＋犽Ｎ

（１３）

将上述两式带入式（２）、（３）可得线性系统稳

定性评价表达式为

　　ａｒｃｔａｎ（２ζｐ
ωｇｍ

ωｐ
）－ａｒｃｔａｎ（

２ζｐ
ωｐ
ωｇｍ
－
ωｇｍ

ωｐ

）－

ａｒｃｔａｎ（
２ζＮ

ωＮ

ωｇｍ
－
ωｇｍ

ωＮ

）＋∠（犌ｔｓ）ω＝ω
ｇｍ
＝－π （１４）

犘ｍｃ＝

（ωｇｍ
ωｐ
－
ωｐ
ωｇｍ

）２＋４ζ
２

槡 ｐ （ωｇｍ
ωＮ
－
ωＮ

ωｇｍ
）２＋４ζ

２

槡 Ｎ

ωｇｍ

ωＮ

ω
２
ｐ

ω
２
ｇｍ
＋４ζ

２

槡 ｐ｜犌狋狊｜ω＝ω犵犿

（１５）

采用上述基于线性系统的非线性子结构稳定

性评价方法，结构分析参数如下：ωＮ∈（０～２０）

Ｈｚ，ξＮ＝２％，ξＮ＝ξｐ，犿ｐ＝（１?１０～１０）犿０，犿０ 为

基准质量，振动台相关参数及模型参照文献［１１］．

该振动台台面质量６０００ｋｇ，最大载重１５０００ｋｇ，

而犿ｐ＝（１?１０～１０）犿０，因此取犿０＝１５００ｋｇ．同

上理，为表述方便，另令狆＝狆ｍ?（１＋狆ｍ），即物理

子结构质量与总质量的比值作为稳定性评价参数．

计算结果分见图６－图８．图６－图８中纵坐标表

示稳定性，横坐标表示物理子结构自振频率初始

值．图６－图８中红色曲线表示犿ｐ＝犿０，黑色曲

　　

图６　子结构试验系统稳定性边界：ωｐ＝０５ωＮ

犉犻犵６犛狋犪犫犻犾犻狋狔犫狅狌狀犱犪狉犻犲狊狅犳犚犜犇犛：ω狆＝０５ω犖

图７　子结构试验系统稳定性边界：ωｐ＝ωＮ

犉犻犵７犛狋犪犫犻犾犻狋狔犫狅狌狀犱犪狉犻犲狊狅犳犚犜犇犛：ω狆＝ω犖

２３２
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图８　 子结构试验系统稳定性边界：ωｐ＝２ωＮ

犉犻犵８犛狋犪犫犻犾犻狋狔犫狅狌狀犱犪狉犻犲狊狅犳犚犜犇犛：ω狆＝２ω犖

线族表示犿ｐ＜犿０，蓝色曲线族表示犿ｐ＞犿０．，绿

色曲线表示不考虑试件加载系统相互作用的影响．

图６（ａ）、７（ａ）及８（ａ）分别为当ωｐ＝０．５ωＮ，

ωｐ＝ωＮ 和ωｐ＝２ωＮ 时物理与数值子结构均处于线

性阶段时试验系统的稳定性情况．图６（ｂ），７（ｂ）

及８（ｂ）表示，假设数值子结构处于线性阶段，保

持初始频率不变；研究物理子结构从线性至非线

性全过程结构的稳定性．选取物理子结构初始自

振频率为０．１～２０Ｈｚ，每一结构都从该初始频率

开始试验，直至频率降为原有结构的１０％时停止

试验．每一个初始频率从线性到非线性过程中都

存在一个稳定性最低值犽ｃ，将各个犽ｃ 连线便是图

中一条曲线代表的含义．可以通过每一个结构的

初始自振频率，找到该结构从线性到非线性过程

中的稳定性最低点，以此研究结构试验的可行性

及数值与物理子结构的划分．

由图６（ｂ）可以看出：（１）非线性结构在５～１０

Ｈｚ之间时试件加载系统相互作用越小稳定性越

好，低频和高频阶段，相互作用均对结构稳定性

有利．（２）当不考虑相互作用时，低频范围对非线

性结构有利，高频范围非线性结构的稳定性低于

考虑相互作用的试验结果．通过对比图６（ａ）、（ｂ）

可以发现：（１）当考虑试件加载系统相互作用时，

曲线差异很小．这说明物理子结构与数值子结构

初始频率比较小时，线性与非线性并非结构稳定

性的关键影响因素．（２）当不考虑试件加载系统相

互作用时，非线性结构曲线趋势与考虑相互作用

时变化趋势差异较大，而线性结构趋势变化较小，

说明考虑相互作用对非线性结构影响较大．由图７

（ｂ）、８（ｂ）可以看出：随着物理子结构初始自振频

率的增加，稳定性先减小后增加．非线性结构试

件加载系统相互作用越大，稳定性越高．

通过对比图６－图８可以发现：随着物理子结

构与数值子结构初始频率比的增大，非线性结构

稳定性逐渐降低，且线性与非线性稳定性变化趋

于明显，在中高频范围非线性结构稳定性明显小

于线性结构．且不考虑试件加载系统相互作用均

对稳定性不利．

４　 结论

（１）通过建立作动器与试件耦合动力模型，分

别讨论了弹簧及阻尼器作为物理子结构的非线性

情况对子结构试验系统稳定性的影响，分析结果

表明：非线性实时动力子结构试验系统中，初始

频率较低的结构进入非线性后稳定性有所增强，

初始频率较高的结构进入非线性后稳定性有所降

低．因此，对于初始频率较低的结构，可以通过

初始稳定性判定；对于初始频率较高的结构，需

要考虑非线性的影响．

（２）通过线性与非线性结构考虑与不考虑试件

加载系统相互作用对比，基于振动台模型的子结

构系统稳定性影响分析发现：物理与数值子结构

频率比是影响子结构试验系统稳定性的主要因素，

该比值越小非线性对稳定性的影响越小，该比值

较大时非线性会降低试验系统稳定性．

（３）分析结果将有助于对实时动力子结构试验

对于可行性的把握，及结构试验全过程的稳定性

变化情况的预测．
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